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i Destina-se este livro a suplementar os textos existentes ou a servir 
i como livro-texto em curso inicial de análise de circuitos. Deu-se uma ênfase 
! especial às leis básicas, teoremas e técnicas comuns a diferentes apresentações 
encontradas em outros textos. i 


A matéria está dividida em capítulos que cobrem áreas essenciais de 
teoria e estudo. Cada capítulo inicia com definições, princípios e teoremas, 
i juntamente com material ilustrativo e descritivo. Seguem-se séries graduadas 
| de problemas resolvidos e propostos. Os problemas resolvidos servem para 
| ilustrar e ampliar a teoria, apresentar métodos de análise, fornecer exemplos 

práticos e focalizar os pontos essenciais que possibilitam ao estudante aplicar 
| com correção e segurança os princípios básicos. O grande número de problemas 
propostos serve para uma revisão completa da matéria de cada capítulo. 


Os tópicos tratados incluem respostas de circuito fundamental, análise 
de formas de ondas, sistemas de números complexos, notação de fasores, cir- 
cuitos em série e paralelo, potência e correção do fator de potência, fenômenos 
de ressonância. Considerável uso de matrizes e determinantes é feito ao tratar- 
se dos métodos de análise das correntes de malha e das tensões nos nós. Os 
métodos de matriz são também empregados no desenvolvimento das transfor- 
mações estrela-triângulo e nos teoremas sobre estruturas, tais como os da 
superposição e da reciprocidade. Os circuitos de acoplamento mútuo são cuida- 
dosamente explicados. Circuitos'polifásicos de todos os tipos são considerados, 
dando-se o devido destaque ao circuito equivalente de uma linha, o qual tem 
importantes aplicações práticas. As séries de Fourier, exponencial e trigonomé- 
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trica são tratadas simultaneamente, convertendo-se frequentemente os coefi- 
cientes de uma nos coeficientes de outra, para mostrar as relações que mantêm 
entre si. Os transientes de correntes contínua e alternada são tratados através 
do emprego clássico de equações diferenciais, de forma que este tópico pode 
proceder a notação de fasores do Capítulo 5, o que é recomendado para aqueles 
que, possuindo os necessários recursos matâmáticos, possam acompanhar esta 
sequência. O método da transformada de Laplace é introduzido e aplicado em 
vários dos problemas tratados no Capítulo 16 pelas equações diferenciais, o que 
permite uma comparação conveniente entre os dois métodos e ressalta os 
pontos fortes do método de Laplace. 


Desejo aproveitar a oportunidade para expressar minha gratidão à 
equipe da Schaum Publishing Co., especialmente ao Sr. Nicola Miracapillo, por 
suas valiosas sugestões e útil colaboração. Muitos agradecimentos são devidos 
à minha esposa, Nina, por sua assistência constante e estímulo neste empreen- 
dimento. 


Joseph A. Edminister 
University of Akron 

Ao estudante: 
1) Algumas respostas que envolvem números fracionários poderão diferir em algumas 


casas decimais. Tal fato se deve à precisão com que os cálculos foram realizados e aos 
recursos da calculadora eletrônica utilizada. (N.R.) 


2) Em muitos problemas, ao final dos capítulos, o autor, por uma questão de simplificação, 
não explicita as unidades; nestes casos, devem ser consideradas as unidades padrões do 
SI (conforme tabela de unidades dada na página 9). (N.R.) 
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Unidades Mecânicas 


A engenharia elétrica emprega o sistema de unidades MKS raciona- 
lizado.* 


Nesse sistema, as unidades mecânicas fundamentais são o metro (m) 
de comprimento, o quilograma (kg) de massa, e o segundo (s) de tempo. A 
unidade de força derivada, correspondente, o newton (N), é a força que produz 
uma aceleração de 1 m/s? na massa de 1 kg. 


Força (newtons) = massa (quilogramas) x aceleração (m/s?). 


Segue-se daí que a unidade MKS de trabalho e de energia é o newton- 
metro, chamado joule, e que a unidade de potência é o joule/segundo ou watt 
(1 newton-metro = 1 joule, 1 joule/segundo = 1 watt). 


* 


N. R. Uma versão mais moderna do sistema MKS é o sistema SI (Sistema Internacional), o 
qual é, por lei, adotado no Brasil. 
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Lei de Coulomb 


Aforça F entre duas cargas puntiformes q e q' varia diretamente com a 
grandeza de cada carga e inversamente com o quadrado da distância r que as 
separa: 


F-k 
r2 


onde k é uma constante de proporcionalidade (dimensional) que depende das 
unidades usadas para cargas, distância e força. F será dado em newtons (N) se 
q eq” forem em coulombs, r em metros e 


k =9x 10°? N - m?/C2. 


Se definimos k = 25 teremos F = 1 EES onde e, = 
Ane neg rê 


= 8,85 x 1012 C2/N - m. 


Quando o meio circundante não é o vácuo, as forças ocasionadas pelas 
cargas induzidas no meio reduzem a força resultante entre as cargas livres 


mergulhadas no meio. A força resultante será então dada por F = = a > 


Para o ar, e é apenas ligeiramente maior que €, e, para a maioria dos propósitos, 
é tomado igual a e}. Para os demais materiais, obtém-se e de 


e=Ke, 


onde K é uma constante adimensional, chamada constante dielétrica ou capaci- 
dade indutiva específica do material entre as cargas, e = Ke, é chamada 
permitividade ou permissividade do material e €o é a permissividade do vácuo. 
Para o vácuo, K= 1 ee€= e). 

A unidade de carga, o coulomb, pode ser definida como a quantidade de 
carga que, colocada a um metro de distância de uma carga igual e do mesmo 
sinal, no vácuo, repele-a com uma força de 9 x 10º newtons. Os submúltiplos 
mais usados do coulomb são 


1 uC = 1 microcoulomb = 10? coulombs 
1 pC = 1 picocoulomb = 10-!2 coulombs 


A carga transportada por um elétron (—e) ou por um próton (+e) é e = 1,602 x 10-19 
coulombs. 
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Diferença de Potencial v 


A diferença de potencial v entre dois pontos é medida pelo trabalho 
necessário à transferência da carga unitária de um ponto para o outro. O volt é 
a diferença de potencial (d.d.p.) entre dois pontos quando é necessário o tra- 
balho de 1 joule para a transferência de uma carga de 1 coulomb de um ponto 
ao outro: 1 volt = 1 joule/coulomb. 


Uma carga q que se desloca entre dois pontos de um circuito externo, 
entre os quais existe uma diferença de potencial v, executa um trabalho medido 
por qu, ao se deslocar do ponto de potencial mais elevado para o mais baixo. 


Um elemento ativo, como, por exemplo, uma bateria ou um gerador, 
tem uma força eletromotriz (f.e.m.) se ele exerce trabalho sobre uma carga que 
o atravessa. A carga recebe energia elétrica ao se deslocar do terminal de menor 
para o de maior potencial. A fe.m. é medida pela d.d.p. entre os terminais 
quando o gerador não está debitando ou drenando corrente. 


Corrente i 


O material que contém elétrons livres, capazes de se deslocarem de um 
átomo para o seguinte, é um condutor. Aplicando-se nele uma diferença de 
potencial, os elétrons se deslocam. 


Quando uma carga q está sendo transferida de um ponto para outro de 
um condutor, existe nele uma corrente elétrica. Se a carga é transferida na 
razão constante de 1 coulomb/s, a corrente constante existente é 1 ampêre (ou 
1A): 1 ampère = 1 coulomb/s. Em geral, a corrente instantânea i num condutor é: 


: q dg (coulomb) 
stoo pereni= dt (segundos) 


O sentido da corrente positiva é, por convenção, oposto àquele em que 
se deslocam os elétrons. Ver Fig. 1-1. 
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Movimento de Elétrons 
Sentido da Corrente — 


Figura 1-1 


Potência p 


A potência elétrica p é o produto da tensão aplicada v pela corrente 
resultante i. 


p (watt) = v (volts) x i (ampères). 


Por definição, a corrente positiva tem a direção da seta na fonte de 
tensão; ela sai da fonte pelo terminal +, como mostra a Fig. 1-2. Quando p é 
positivo, a fonte transfere energia para o circuito. 


Figura 1-2 
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Energia q 


Como a potência é a taxa de transferência da energia em função do 
tempo, 


onde W é a energia transferida durante o intervalo de tempo considerado. 


Resistor, Indutor, Capacitor 


Ao se fornecer energia elétrica a um elemento de circuito, ele respon- 
derá por uma das seguintes formas: 


— a energia é consumida — o elemento de circuito é um resistor puro; 


— a energia é armazenada num campo magnético — o elemento é um 
indutor puro; 


— a energia é armazenada num campo elétrico — o elemento é um 
capacitor puro. 


Na prática, um elemento de circuito apresenta mais de uma das carac- 
terísticas acima e, talvez, todas as três, simultaneamente. Uma delas pode 
predominar, entretanto. Uma bobina pode ser projetada para apresentar ele- 
vada indutância, mas o fio com que é enrolada possui alguma resistência; a 
bobina apresenta, então, ambas as propriedades. 


Resistência R 


A diferença de potencial v(t) entre os terminais de um resistor puro é 
diretamente proporcional à corrente i(t) que nele circula. A constante de propor- 
cionalidade R é chamada resistência do resistor e é expressa em volts/ampêres 
ou ohms. 
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Figura 1-3 


vo) = Ri e i =D 
R 
Nenhuma restrição existe para v(t) e iŒ); podem ser constantes em 
relação ao tempo, como ocorre nos circuitos de c.c., ou podem ser funções 
senoidais, co-senoidais etc. 


Às letras minúsculas (v, i, p) em geral indicam funções do tempo. As 
maiúsculas (V, I, P) indicam quantidades constantes; os valores máximos ou 
“picos” recebem um índice Vw Tre Poy: 


Indutância L 


Quando a corrente em um circuito varia, o fluxo magnético que o 
envolve também varia. Essa variação de fluxo ocasiona a indução de uma 
f.e.m.v no circuito. A fem. induzida v é proporcional à taxa de variação da 
corrente em relação ao tempo, desde que a permeabilidade seja constante. A 


constante de proporcionalidade é chamada auto-indutância ou indutância do 
circuito. 
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lução de uma 
le variação da 
a constante. À 
indutância do 
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di 


v(t) = Li 


donde i(t} = tfo dt 


Com v em volts e di/dt em ampères/s, L é expressa em volt/ampère ou 
henrys. A auto-indutância de um circuito é de 1 henry (1 H) se a fem. nele 
induzida é de 1 volt, quando a corrente varia à razão de 1 ampêre/segundo. 


Capacitância C 


A diferença de potencial v entre os terminais de um capacitor é propor- 
cional à carga q nele existente. A constante de proporcionalidade C é chamada 
capacitância do capacitor. 


; dv ae: 
qt) = CoO, i= Go vt) = É Jide 


Figura 1-5 


Com q em coulombs e v em volts, C é obtida em coulombs/volt ou 
farads. Um capacitor terá a capacitância de 1 farad (1 F) se adquirir a carga de 
1 coulomb para cada volt de diferença de potencial aplicada entre seus ter- 
minais. São submúltiplos convenientes do farad: 


1 uF = 1 microfarad = 10`ĉ F e 1 pF = 1 picofarad = 10-12 F 


Leis de Kirchhoff 


1. A soma das correntes que chegam a um nó é igual à soma das correntes 
que dele saem. Se as correntes que se dirigem para um nó são conside- 
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radas positivas, e negativas as que dele se afastam, a lei estabelece que é 
nula a soma algébrica de todas as correntes que concorrem em um mesmo nó. 


A soma das elevações de potencial ao longo de qualquer circuito fechado é 
igual à soma das quedas de potencial nesse mesmo circuito. Em outras 
palavras, a soma algébrica das diferenças de potencial, ao longo de um 
circuito fechado, é nula. Se existir mais de uma fonte e os sentidos não 
forem iguais, será considerada positiva a tensão da fonte cujo sentido 
coincidir com o admitido para a corrente. 


2 correntes entrando = 

= È correntes saindo 

i +i =i, +4 +i 
l ti- i—i- i =0 


Figura 1-6 


£ elevações de potencial = 
= 2 quedas de potencial 
va — Vg = Ri + L(di/dt) 
VA — Vg — Ri — L(di/dt) = 0 


Figura 1-7 


Element 


Resistênci: 


Indutânci: 


Capacitânci 


Compriment 


Massa 
Tempo 
Força 
Energia 


Potência 


1.1 No circu 
corrente 


A soma 
qualque 


V=K2) 


+ N.R. Aunik 


stabelece que é 
1 um mesmo nó. 


cuito fechado é 
ito. Em outras 
10 longo de um 
əs sentidos não 
te cujo sentido 
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Relações Tensão-Corrente nos Elementos Simples 


Elemento Tensão nos terminais Corrente 
Resistência R v(t) =R i(t) ) v(t) 
i(t) = -5 
l R 
Indutância L di a E 
v(t) = Li i(t) = L fuat 
Capacitância C at fa za pdo. 
v(t) = C idt i(t) = C dt 


A A a E 


Unidades nos Sistemas MKS e SI* 


Cc 
v 


| Quantidade Unidade Quantidade Lê Unidade 
Comprimento 1 metro m  iCarga Q, q | coulomb 
Massa m l|quilograma kg Potencial V,v | volt 
Tempo t segundo s Corrente Li ampêre 
Força F f newton N Resistência R ohm 
Energia W, œ joule J Indutância L henry . 
Potência Bp watt W  |Capacitância C farad 


A 
Q 
H 
F 


1.1 


* 


Problemas Resolvidos 


No circuito da Fig. 1-8, a tensão constante aplicada é V = 45 volts. Determinar a 
corrente, a queda de tensão em cada resistor e a potência em cada um. 


A soma das elevações de tensão é igual à soma das quedas, ao longo de 


qualquer circuito fechado; portanto, 


V = I(2) + I(6) + (7), 45 = 15I, I=3 amp 


N. R. A unidade de freqüência (f) é o hertz, o qual simbolizaremos por Hz. 


E 
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20 
O so 
Figura 1-8 
A queda de tensão no resistor de 2 ohms é V, = IR, = 3(2) = 6 volts. Da 
mesma maneira, V, = 3(6) = 18 volts e V,=21 volts. 
A potência no resistor de 2 ohms é P,=Vol=63)=18wattsou 
P, = R? =(2)32 = 18 watts. Do mesmo modo, P; = VI = 54 watts e 
Pg= Vil = 63 watts. 
1.2 


N. R. Os conceitos de “ramos” e “nós” 


Uma corrente 4, divide-se entre dois ramos* paralelos de resistências R, e Ri 


respectivamente, como mostra a Fig. 1-9. Deduzir as expressões das correntes 
| e L, nos ramos paralelos. 


1 R, 


— 


+ 


Figura 1-9 


de um circuito são apresentados à página 160, onde o 


autor faz um pequeno estudo da topologia de um circuito específico. 


donde, 1 


Três resi 
uma exp 


Suponh: 
respecti 
a corren 


in) =i 


m 
R` 


e 


Para oc: 


Duas foni 
a Fig. 1-1 
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R, 
donde, 1, = R, +R, 


x R, 
In Semelhantemente, I, = a 


1.3 Três resistores R,, R, e R, estão em paralelo, como indica a Fig. 1-10. Deduzir 
uma expressão para a resistência equivalente R, da estrutura. 


L R 
mM 
) = 6 volts. Da , 
A i _ f B 
Oam MW —+—O 
: 18 watts ou im 
T = 54 watts e i R 
=p — 
ências R, e R,, | 
's das correntes ne 
Figura 1-10 


Suponhamos uma tensão v(t) entre A e B e chamemos de i(t), it) e ialt), 
respectivamente, as correntes em R, R, e R}. A corrente em R, deverá ser 
a corrente total i,(t). Então: v(t) = R, i (8) = R, it) = R; ig) = R, it) 


vt) O vit) vA 
R, o R, É R, E R; 


int) = i(t) + i(t) + it) ou 


1 1 1 1 


Para o caso particular de dois braços em paralelo: 


E Ol RB, 
R R CR CO RR 


1.4 Duas fontes de tensão constante V, e Va atuam no mesmo circuito, como mostra 
i a Fig. 1-11. Qual a potência entregue por cada uma? 


ágina 160, onde o 
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Figura 1-11 


A soma das elevações de potencial é igual à soma das quedas ao longo de 
um circuito fechado; então: 


20 — 50 = (1) + (2), I = -10 amp 
Potência entregue por Va = V4 = 20 (—10) = -200 W. 
Potência entregue por Vp = Vgl = 50 (10) = 500 W. 


1.5* No circuito da Fig. 1-12(a) a tensão é v(t) = 150 sen wt Achar a corrente i(,a 


* 


potência instantânea p(?) e a potência média P. 

1 150 l 

i(t) = R v(t) = o5 Sen ot = 6 sen qt À 
-P(t) = v(t) i(t) = (150 sen œt) (6 sen œt) = 900 sen? ot W 


900 [* 1 


ELI 2 z 1 
P= E f 900 sen“ œt d(wt) = D (1 — cos 20) d(œ@t) 


Jt 
27200 or- Laena = 450 W 
2n 2 h 


ON 


Figura 1-12(a) 


N. R. Neste problema o autor introduz o parâmetro œ (frequência angular), o qual é definido 
como o = 27f e cuja unidade no SI é o rad/s (radiano por segundo). 


A corre: 
represe] 
produto 
Observe 
negativ: 
a noção 
fornece 


A funçãc 
Supondo 
v eda; 


Como v( 
máximo 


Desde q 
valor mé 


das ao longo de 


a corrente j (), a 


(mt) 


r), o qual é definido 
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1.6 


A corrente i(t) está relacionada com a tensão v(t) pela constante R. A 
representação gráfica da potência instantânea poderia ser obtida pelo 
produto, ponto a ponto, das curvas de v e į, como mostra a Fig. 1-12(b). 
Observe-se que em um mesmo instante, v e i são ambas positivas ou 
negativas; o produto, portanto, será sempre positivo, o que concorda com 
a noção estabelecida de que, ao circular corrente em um resistor, a fonte 
fornece energia elétrica. 


m Sn wm. 
2 


“ofm)--senoo 
a 


Figura 1-12(b) 


A função corrente mostrada na Fig. 1-13 é uma onda quadrada periódica. 
Supondo-a circulando num resistor puro de 10 ohms, traçar as curvas da tensão 
v(t) e da potência p(ĵ. 


Como v(t) = R i(t), a tensão varia diretamente com a corrente. O valor 
máximo é Ri aax = 5(10) = 50 volts. 


Desde que p = v i, a potência assinalada é um produto ponto por ponto. O 


valor máximo é V nax Úm. ax = 505) = 250 watts. 
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t 
6 X 10° sec 


t 
6 X 10° sec 


t 1.8 No cira 


p 4 5 6X 10º sec ampères 
tensões 
Figura 1-13 média cı 


1.7 A função corrente representada na Fig. 1-14 é uma onda dente-de-serra que 
circula em um resistor puro de 5 ohms. Achar v(t), p(ô e a potência média P. 


Como v(t) = R i(t), v nax = Rimax = (5X10) = 50 V 


10 
2 x 10° 


Então: v = Ri = 25 x 10%, p=vi=125x 108%, 


Quando O<t<2x103s, i = t = 5 x 10%. 


1 


x 10° 
Pi f 125 x 10%2 dt = 167W 
2 x 10°? “0 
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Figura 1-14 


1.8 No circuito da Fig. 1-15 a corrente no resistor de 5 ohms é i(t) = 6 sen ot 
ampères. (a) Determinar a corrente nos resistores de 15 e de 10 ohms e as 
tensões entre ae be entre bec. (b) Calcular a tensão instantânea e a potência 
média consumida em cada resistor. 


te-de-serra que 
cia média P. 


1592 


Figura 1-15 
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1.9 


(a) A mesma tensão Up; existe entre os terminais dos resistores de 5 ohms e 
15 ohms; então: Upe = Bois = (5X6 sen mt) = 30 sen œ e by = VdR is = 2 sen ot 


Então: io = bs + Íz = 8 sen qt, 

e Uab = Rolo = 80 sen œt 

(b) A potência instantânea p = vi. Portanto: 
Ps = (30 sen œt) (6 sen qt) = 180 sen ? œt. 
Da mesma maneira: 


P1s = 60 sen? qt e py = 640 sen ? œt. 


À potência média no resistor de 5 ohms é 
pb. = 1 f 180 sen? œt d(wt) = L f 180 1 (1 — cos 2wt) | d(wt) = 90 W 
5 nº nº, 2 


Semelhantemente: p,, =30W e p,o = 320 W. 


Um resistor puro de 2 ohms tem uma tensão aplicada v(t) dada por: 


2 4 6 
vt) = sofa — (e + m) — a +.. | volts 


Determinar a corrente e a poiência nesse resistor. 
O desenvolvimento de cos x em série é: 


xX x x 


cos qu g 


Conseqüentemente: v(t) = 50 cos qt, i(t) = 25 cos œt, p(t) = 1250 cos? œt 
e P = 625 watts. 


Uma indutância para L = 0,02 henry tem uma tensão aplicada v(f) = 150 sen 
1000t. Determinar a corrente ii), a potência instantânea p(Í e a potência média P. 


; 1 1 
i(t) = 1 foa = 0,02 


— 150 RE = —7,5 cos 1000 A 


Í 150 sen 1000t dt 


~ 0,02 1000 


1.11 


A correr 
cia puri 
instantâ 


A corre 


(1)0< 
(2)2 < 
(3) 4< 
(4)6< 
(5)8 < 


res de 5 ohms e 
pd Rig = 2 sen qt 


diot) = 90W 


por: 


= 1250 cos? œt 


a v(t) = 150 sen 
otência média P. 
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1.11 


P = vi = 1507,5) E 


sen 2000) = 


2 


= — 562,5 sen 2000 t watts [senz cosx = 1 sen ad 


Figura 1-16(a) 


A potência média P é obviamente nula, como se verifica pela Fig. 1-16(b). 


Figura 1-16(b) 


A corrente cuja forma de onda é mostrada na Fig. 1-17 circula em uma indutân- 
cia pura de 3 milihenrys. Determinar e discutir a tensão v() e a potência 
instantânea p(?). Qual a potência média P? 


A corrente instantânea i(t) é dada por (ver a Fig. 1-17): 


(D0O<t<2ms 
(2) 2<t<4mMms 


(3) 4<t<6ms 


(4) 6<t<8ms 


(5) 8<t< 10 ms 


i 
i 
i 
i 
i 


Wa 


5 x 103 

10 

10 — 10x 10º (t- 4x 103) = 50 — 10 x 10% 
-10 

-10+5x 103 (t- 8x 103) = —50 + 5 x 10% 
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As tensões correspondentes são: Tensão : 
- L% 3 d EE 
Do =L= 3 x10 dg © x 10%) = 15V 
di d 2 donde 
(up La = dx 103 dg 10) = 0 
(3) v, = ER =3x 103 Ea (50 — 10 x 10%) = — 30V ete 
L dt dt : 


Os correspondentes valores da potência instantânea são: 
15(5 x 10%) = 75 x 10% W 
(2)p = vi 0(10) = 0 W 
E E E 2 TEN 3 
(3)p = vi = -30(50 — 10 x 10%) = —1500 + 300 x 10% W etc. 113 Obter a i 
É, evidentemente, nula a potência média P. como: mo 


Suponhz 
paralelo 
vamente 


(l)p = vi 


lp=l + 


t Então, 
10 X 10°s 

230 EES SE O invers 
ligados e 
paralelo. 


Figura 1-17 


1.12 Uma tensão v(?) é aplicada a duas indutâncias em série, L, e L,. Determinar a 
indutância equivalente L, que pode substituí-las mantendo a mesma corrente. 


Tete. 


W etc. 


L,. Determinar a 
esma corrente. 
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Tensão aplicada = queda em L, + queda em L, 


di di,, di 
O ea o 
donde L, = L, + Lz. 


Figura 1-18 


1.13 Obter a indutância equivalente, L,, de duas indutâncias L; e L, em paralelo, 


como mostra a Fig. 1-19. 


Suponhamos que existe uma tensão v(t) nos terminais da combinação em 
paralelo e admitamos que i, e i, sejam as correntes em L, e L,, respecti- 
vamente. Como a corrente total iņ é a soma das correntes nos ramos, 


1 1 1 
in=i,+i,0U =— ludt=— judt+ — ludt 
Tot tlo an z] ra 


E E La Lil, 
Então, E Ep e pr 
L L L e L+ 
O inverso da indutância equivalente de qualquer número de indutores 
ligados em paralelo é a soma dos inversos das indutâncias individuais em 
paralelo. 


Figura 1-19 
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1.14 Três indutâncias puras estão ligadas, como mostra a Fig. 1-20. Qual a indutância 


1.15 


equivalente ao conjunto? 


Indutância equivalente à combinação em paralelo: 


L an (03X06) _ 
P L +l, 03+0,6 


0,2 H. 


Indutância equivalente total pedida: L, = 0,2 + L, =04H. 


Figura 1-20 


Em um indutor puro a corrente é td = Imn sen o(f. Deduzir e discutir a função 


energia o(1), supondo que a energia armazenada no campo magnético seja zero 
no instante t= 0. Š 


d 
v =L d (L, Sen œt) = wLI, cos qt 
p(t) = vi = wLI2 sen qt cos qt = > aLE, sen 20t 


i 
ot) = f > LP, sen 2wt dt = irg [- cos 20t + 1] = ILB, sen? qt 


Em œt = 1/2, 31/2, 57/2 etc., a energia armazenada é máxima e igual a 


ZLB, Em œ = 0, z, 27, 37 etc., a energia armazenada é nula. Ver Fig. 1-21. 


1.16 


Quando ; 
energia a 
energia ri 
tor puro 1 
uma ener 


Considere! 
Obter a col 
campo eléi 


it) = 


plt) 


a(t) 


olt) 


I 


Qual a indutância 


discutir a função 
agnético seja zero 


: SLB, sen? qt 


áxima e igual a 
a. Ver Fig. 1-21. 
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Iz bd 3p R 
2 2 


Figura 1-21 


Quando p(t) é positiva, o fluxo de energia é dirigido para a carga e a 
energia armazenada para a fonte aumenta. Quando p(t) é negativa, a 
energia retorna do campo magnético do indutor para a fonte. Num indu- 
tor puro não há consumo de energia. A potência média é zero e não há 
uma energia transferida resultante. 


Consideremos um capacitor puro ao qual é aplicada uma tensão v(?) = V„ sen ot. 
Obter a corrente i(t), a potência p(t), a carga g(t) e a energia «(1), armazenada no 
campo elétrico, admitindo œ(f = 0, quando t= 0. 


i(t) = Cdvldt = qCV, cos wt ampères 
p(t) = vi= 5 oCVŻ sen 20t watts 
gt) = Cv = CV, sen qt coulombs 
j 1 1 
2 zbk -d 2 
ot) = fpa i CVŽŻ (1 — cos 2at) = 3 CV2 sen? œt 
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Quando ot = 1/2, 3n/2, 57/2 ete., a energia armazenada é máxima e igual 
a 5 cv. Quando œt = 0,7, 27, 37 ete., a energia armazenada é nula. Ver 
Fig. 1-22. 

Quando p(t) é positiva, o fluxo de energia se dirige da fonte para o campo 
elétrico do capacitor e a energia armazenada «ít) cresce. Quando p(t) é 


negativa, a energia armazenada está retornando à fonte. A potência 
média P é nula e não há energia resultante transferida. 


Figura 1-22 


Determinar a capacitância equivalente, C,, da combinação em paralelo dos dois 
capacitores C, e €,, como mostra a Fig. 1-23. 


Admitimos a tensão v(t) aplicada à combinação em paralelo e que i, ei, 
sejam, respectivamente, as correntes em C} e C,. Supondo i, a corrente 
total, temos: 


: : d 
p= ti, ou C, ge "® = 


d d 
= C, JE v(t) + C, Ti v(t) 


1.18 


Determir 
capacitoi 


Supond: 


Tensão : 
1 em 
ol f i(t 
e 
Então: 


O invers 
associad 
viduais. 


: máxima e igual 


nada é nula. Ver 


te para o campo 
e. Quando p(t) é 
mte. A potência 


2x 


\Z w 


2r 


m paralelo dos dois 


alelo e que i, eis 
mdo i, a corrente 
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ou C=0+0 


A capacitância equivalente à de qualquer número de capacitores ligados 
em paralelo é a soma de suas capacitâncias individuais. 


vt) 


Figura 1-23 


Determinar a capacitância C, equivalente à combinação em série dos dois 
capacitores C4 e C,, mostrados na Fig. 1-24. 


Supondo uma tensão aplicada ao circuito em série, vem: 


Tensão aplicada = queda em C} + queda C, 


1 ; 1 ; 1 À 
C, Ficar = Cc, fiw dt + ©, fiw dt 


Então: 


1 


C, 


1 


1 CC, 


e o C= 


C, 


C, ETOR 


O inverso da capacitância equivalente de qualquer número de capacitores 
associados em série é igual à soma dos inversos das capacitâncias indi- 


viduais. 


EA 


U, 
ZA 


— 
z 


So | 


v(t) 


Figura 1-24 
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1.19 


1.20 


Calcular a capacitância equivalente da combinação de capacitores mostrada na 
Fig. 1-25. 


4uF 


3uF 6uF 


Figura 1-25 
Capacitância equivalente do ramo em série: 


Ce CC, 36) 
O E: 


= 2uF 


A capacitância equivalente total é: 
C,=4+C,=6uF=6x 10% farads 


No circuito em série da Fig. 1-26 circula a corrente i(i) ali mostrada. Calcular a 
tensão nos terminais de cada elemento e discutir cada uma, referindo-a à 
mesma escala de tempo. Discutir também a carga q(f no capacitor. 


No resistor: v g = Ri. A forma de onda de vp é idêntica à da corrente i com 
o valor de pico de 2 x 10 = 20 volts. 


No indutor: v, = L di/dt 
(DO<t<lms i=-10x10% 
v; = (2x 10310 x 103) = 20 
(Dl<t<2ms i = 10 
v; = (2x 1030) = 0 


No capacitor: vo = 5 fia 


0 x 108) dt = 10 x 10%2 


1 t 
(DO<t<Ims "o= saias |, (1 


(Ml<t. 


A curva 
Observe 
a carga: 
ambas d 
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ores mostrada na 


(2)1<t<2ms vç=10+ (10) dt = 10 + 20 x 103 (é — 103) 


1 T 
500 x 10º “493 


strada. Calcular a 
na, referindo-a à 
acitor. 


a corrente i com 


Figura 1-26 


A curva de q é obtida facilmente com o auxílio da relação q = € Vo 
Observe-se que, quando i é positiva, q e vc aumentam, isto é, aumentam 
a carga no capacitor e a tensão nos seus terminais. Quando i é negativa, 
ambas diminuem. 


= 10 x 10%2 
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Problemas Propostos 


1.21 Três resistores R,, R, e R, estão em série com uma tensão constante V. A 
tensão em R, é 20 volts, a potência em R, é 25 watts e A, é de 2 ohms. 
Calcular a tensão V, sendo a corrente 5 ampéres. 

Resp.: 35 volts. 


1.22 A resistência equivalente de dois resistores R, e A, em paralelo é 10/3 ohms. A 
corrente que penetra no circuito paralelo divide-se entre os dois na proporção de 
2 para 1. Determinar R, e R}. 
Resp.: R, = 5 ohms, R, = 10 ohms. 


1.23 (a) Determinar R, para os quatro resistores do circuito mostrado na Fig. 1-27. (b) 
Se for aplicada uma tensão V = 100 volts, que resistor consome maior potência? 


Resp.: (a) R, = 5,42 ohms; (b) O resistor de 5 ohms, sendo P = 957 watts. 


109 59 
29 159 
AMM 
Figura 1-27 


1.24 Duas fontes de tensão constante atuam no circuito representado na Fig. 1-28. 
Determinar a potência P que cada fonte fornece ao circuito. 
Resp.: Po, = 75 watts, P; = 15 watts. 


7,69 


(OL ie sO 


Figura 1-28 


1.25 Sendo de 14 ampères a corrente no resistor de 5 ohms da Fig. 1-29, determinar 
a tensão constante V. 
Resp.: 126 volts. 


1.26 Qualo va 
da Fig. 1- 
Resp.: 13 


1.27 Determin: 
queda de 
Resp.: 4, 
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o constante V. A 
R} é de 2 ohms. 


lo é 10/3 ohms. A 
3 na proporção de 


Figura 1-29 


o na Fig. 1-27. (b) 


e maior potência? 1.26 Qual o valor da corrente fornecida pela fonte de 50 volts ao circuito de resistores 


da Fig. 1-3? 
Resp.: 13,7 ampères. 


= 957 watts. 
5Q 
20 
so 6Q 32 
50 V | | 
tado na Fig. 1-28. 
Figura 1-30 


1.27 Determinar o valor da resistência R da Fig. 1-31, admitindo-se de 25 volts a 
queda de potencial na mesma. 
Resp.: 4,76 ohms. 


[Cro yoa R 


3. 1-29, determinar Figura 1-31 
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1.28 Para que valor em ohms deve estar ajustado o resistor variável mostrado na Fig. 
1-32 para que a potência no resistor de 5 ohms seja de 20 watts? 
Resp.: 16 ohms. 


Figura 1-32 


1.29 Um resistor de 10 ohms está em série com uma associação paralela de dois 
resistores de 15 e 5 ohms. Sendo 6 ampêres a corrente constante no resistor de 
5 ohms, qual a potência total nos três resistores? 
Resp.: 880 watts. 


1.30 As indutâncias L, e L, da Fig. 1-33 estão na relação de 2 para 1. Sendo 0,7 Ho 
valor da indutância equivalente ao conjunto das três, quais os valores de Lie Lo? 
Resp.: L, = 0,6 H; L, = 0,3 H. 


Figura 1-33 


1.31 As três indutâncias em paralelo na Fig. 1-34 têm uma indutância equivalente L 
de 0,0755 H. 
(a) Qual o valor de L? (b) Haverá um valor para L que faça Le igual a 0,5 
H? (c) Qual é o máximo valor de La na hipótese de que a indutância L seja 
ajustável sem limite? 
Resp.: (a) L = 0,1 H; (b) não; (c) 0,308 H. 


e 


1.32 Qual o\ 
da Fig. - 
Resp.: € 


1.33 Uma ten 
tores mo 
Resp.: q 


1.34 Os dois. 
dos dois 
terminais 
final em: 


Resp.: q. 


mostrado na Fig. 
ts? 


) paralela de dois 
inte no resistor de 


t1. Sendo 0,7 Ho 
ralores de L, e L,? 


cia equivalente L, 


iça L, igual a 0,5 
indutância L seja 
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05 H 
000 
000 


Figura 1-34 


1.32 Qual o valor de C que torna a capacitância equivalente dos quatro capacitores 
da Fig. 1-35 igual a 0,5 pF? 


Resp.: 0,4uF. 
0,8 uF 0,6 pF 
0,2 uF c 
Figura 1-35 


1.33 Uma tensão de 100 volts, constante, é aplicada à combinação de quatro capaci- 
tores mostrada na Fig. 1-36. Determinar a carga q coulombs em cada capacitor. 
Resp.: qog 40 PC; Qaa = 10 UC; Qoa = 15 uC; q7 = 35 uC. 


0,2 pF 0,7 pF 
Figura 1-36 


1.34 Os dois capacitores da Fig. 1-37 são carregados por uma ligação momentânea 
dos dois terminais A e B a uma fonte de tensão constante de 50 volts. Os 
terminais A e B são, então, conectados, depois de retirada a fonte. Qual a carga 
final em cada capacitor? 


Resp.: Go = 444 Sue, Go = 888 Zuc. 
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ao— (—os 
20 uF 40 pF 
Figura 1-37 

1.35 Mostrar que, quando se aplica a uma resistência para R uma tensão v= V, sen œt, 
a energia é dada por 
o = Ya [t- senZwt 

— 2R 20 ; 
R 

1.36 A corrente numa indutância L é i= lm £ KEE | Mostrar que a energia máxima 
armazenada no campo magnético, W,,, é dada por W, -i Liz (i=0parat< 0.) 

e Neo Va E ; > 

1.37 Se a corrente em um capacitor é į = REPO mostrar que a energia máxima 
armazenada no campo elétrico é W„ = 5 CV? (i=Oparat< 0.) 

1.38 Ao ser fechado o interruptor do circuito RC da Fig. 1-38, uma energia total de 
3,6 x 10º joules é dissipada no resistor de 10 ohms. Qual a carga q inicial 
existente no capacitor? 

Resp.: Q = 120 uC. 
A O— 
+ | qa 
T ur 100 
Figura 1-38 
1.39 Mostrar que jov e SLI possuem as mesmas unidades que a energia œ. 
1.40 


A forma de onda de tensão mostrada na Fig. 1-39 é aplicada a um capacitor puro 
de 60 pF. Discutir i(t), p() e determinar Im e Py 
Resp.: h=1,5A;P,=75W. 


t 
mi 1 
y 2 4 6 8 X 10ºsec 


1,5 a 


1.41 


1.42 


1.43 


1.44 


Se a ten 


v= Vn 
Resp.: i 


Uma coi 
capacitâ 
e Qr 


A equaç 
Determil 
Resp.: v 


A forma 
1-41. Se 
máximo 
Resp.: L 
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8 X 10ºsec 8 X 10ºsec 


ão v= Vp sen ot, 


1.41 Se a tensão nos terminais de um capacitor puro é dada por 


= (o (o) (o0 
v= Va [ot — G Pra eva Eds 
a energia máxima 


(i=Oparat< 0.) 21 4! 6! 


2 4 6 
Resp.: i= wCV,, É RC a o DR | no i= mCV, cos qt 
j : 1.42 Uma corrente com a forma de onda, mostrada na Fig. 1-40, existe em uma 
1 energia máxima capacitância pura C = 25 uF. Discutir a forma de onda da tensão e determinar V,, 
e Qu 
0.) 


a energia total de 
a carga q inicial 


0,1 
Resp.: t 
0 
1 2 3 4 X 10°sec 
V, =0,1 volt, Q„=2,5uC 
Figura 1-40 


1.43 A equação da carga em um capacitor de 2 uF é q = 100[1 + e* x 10% uC. 
Determinar as expressões da tensão e a corrente. 
Resp.: v = 50[1 + e™® x 10%f volts, i= -5e x 10t amp. 


2a energia œ. 


um capacitor puro 
1.44 A forma de onda da corrente em uma indutância pura L é a mostrada na Fig. 
1-41. Se a forma de onda da tensão correspondente tem 100 volts para valor 
máximo, qual o valor de L? Discutir a forma de onda da tensão. 
Resp.: L = 0,5 H. 
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4 X 10ºsec 


Figura 1-41 


Nota. Na realidade, a corrente numa indutância não pode ser uma função 
descontínua como indica a figura nos instantes t= 1 ms e t= 4 ms. Como a 
tensão é igual à primeira derivada da função corrente, multiplicada por L, e essa 
derivada tem valor infinito negativo nos pontos de descontinuidade, haverá picos 
negativos infinitos, na forma de onda da tensão, nesses pontos. 


1.45 A uma indutância pura de 0,05 H foi aplicada uma tensão da forma de onda 
mostrada na Fig. 1-42. Discutir a forma de onda da corrente correspondente e 
determinar a expressão de i no primeiro intervalo, isto é, O<i<2ms. 


100 
0 a 
2 4 6 8 X 10ºs 
-100 
i 
2 
t 
0 i S 
2 4 6 8 X 10ºsec 
Figura 1-42 


1.46 A Fig. 1-43 mostra a corrente num circuito série de R = 20 ohms e L = 0,1 henry. 
Discutir vp, v; e sua soma. 
Resp.: Quando 0 < t< 0,1 s: vp = 2006? v, = 20060! v =0. 


1.47 


1.48 


A forma t 
henry é: 


Em um c 
senoidal. 
Determir 


ser uma função 
'= 4 ms. Como a 
zada por L, e essa 
lade, haverá picos 
S. 


ła forma de onda 
correspondente e 
t< 2 ms. 


8 X 10ºsee 


3S e L= 0,1 henry. 


v;=0. 
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Figura 1-43 


1.47 A forma de onda da corrente em um circuito série RL com R = 5 ohms e L = 0,004 
henry é a da Fig. 1-44. Representar vp e v,. 


i 


5 
1 SE é 
0 2 4 6 8 X10%ec 
-5 


10 
0 [4 
Sá 2 1—6 8 X 10%ec 


Figura 1-44 


1.48 Em um circuito série RL com R = 10 ohms e L = 0,5 henry aplica-se uma tensão 
senoidal. A corrente resultante é | = 0,822 6º! + 0,822 sen (377t — 86,96). 
Determinar as tensões correspondentes Vp, V, € vr 


SENAI / OR 


MIO 
LESANA 
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Resp.: Vp = 8,22 e% + 8,22sen(377t — 86,96); 
v, = —8,22e °% + 155cos(377t — 86,96); 
vr = 155sen3771. 
1.49 A corrente em um circuito série RL com R = 100 ohms e L = 0,05 henry é a 
função descrita a seguir. Determinar vp e v, em cada intervalo. 
(1) O<t<10x103s,i=5 [1 - 20001, 
(2) 10x 103 < ti=5 e-200Nt-10x 109), 
Resp.: (1) va= 500 [1 — e 2007 v; = 500 e-2000t 
(2) va = 500 g-2000(t — 10 x 103), v, = 500 e-2000(t — 10 x 1073) 

1.50 A corrente em um circuito série AC é i = 10 65º, Não tendo havido carga inicial 
no capacitor, após o regime transitório, a carga no capacitor é 0,02 coulombs. 
Sendo V= 100 volts a tensão aplicada e vç = 100[1 — e ®t, calcular C e vp. 
Resp.: C = 200 uF; vp = 100 690 

1.51 A corrente em um circuito série LC com L = 0,02 H e C = 30 uF é j = 1,5 cos 
1000t. Determinar a tensão total v}. 

Resp.: v; = 200 sen 1000 £ 

1.52 A Fig. 1-45 mostra a onda quadrada de tensão que está aplicada ao circuito 

paralelo RL ali apresentado. Determinar a corrente total. 
Figura 1-45 
1.53 A Fig. 1-46 apresenta a forma de onda de tensão que está aplicada ao circuito 


paralelo mostrado ali. Determinar a corrente total j. 


= 0,05 henry é a 


t- 10 x 103) 


avido carga inicial 
é 0,02 coulombs. 
calcular Ce vp. 


OuFéi=1,5cos 


plicada ao circuito 


10 mH 


aplicada ao circuito 
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Figura 1-46 


| Capítulo 2 


MAKRON 


Boks VALORES MÉDIO E EFICAZ 


Formas de Ondas 


As representações gráficas de v(t), i(t), p(t) etc. são, respectivamente, as 
formas de ondas da tensão, da corrente e da potência. A introdução à análise dos 
circuitos encara, apenas, as funções periódicas, isto é, aquelas para as quais 
F(E) = ft + nT), onde n é um inteiro e T é o período, como mostra a Fig. 2-1*. Se 
a função for periódica, necessário se torna, pelo menos, a representação de um 
período para que se possa falar em forma de onda. 


As funções tensão e corrente, v(t) e i(t), são expressões matemáticas 
que podem apresentar-se sob diversos aspectos. Por exemplo, as funções seno e 
co-seno podem ser expressas por séries infinitas de potências. Deve-se ressaltar 
que as equações básicas que relacionam tensão e corrente, para os três ele- 
mentos de circuito, aplicam-se independentemente da forma matemática. 


* N.R. O período T é definido como T = E e sua unidade é o s (segundo). 
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Valor Méi 


A fun 


Valor Méi 


Da & 
valor médio Ł 
corrente cons 
eficaz Log (tar 
equivalente a 
cujo valor efic 
dado por 


O val 


Capítulo 2 


VAZ 


pectivamente, as 
ção à análise dos 
as para as quais 
ra a Fig. 2-1*. Se 
esentação de um 


jes matemáticas 
as funções seno e 
Deve-se ressaltar 
para os três ele- 
aatemática. 
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T 
| 
T 
Figura 2-1 Formas de ondas periódicas. 
Valor Médio 


A função periódica geral y(t), de período T, tem para valor médio 


T 
1 
Y med = T |; yË) dt 


Valor Médio Quadrático Eficaz ou Efetivo 


Da corrente i(t) em um resistor puro R resulta uma potência p(t) de 
valor médio P. Esta mesma potência P poderia ser produzida em R por uma 
corrente constante I. Diz-se, então, que a corrente i(t) tem um valor efetivo ou 
eficaz 1,, (também se usa rms, abrev. de root mean square, em vez de ef), 
equivalente a essa corrente constante I. O mesmo se aplica a funções tensão, 
cujo valor eficaz é V p- A função geral y(t), de período T, tem um valor eficaz Yo 


dado por 
T 
TENI 2 


O valor eficaz das funções a sen wt é a2. Ver Probl. 2.2. 


Yo 
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Valor Eficaz ou Efetivo de Vários Termos Senoidais e 
Co-Senoidais 


A função y(t) = ag + (a; cos mt + a, cos 2wt +... ) + (b, sen at + b, sen 2wi +...) 
tem valor eficaz dado por 


Yms = Nag + (AZ + AZ +...) + (Bi + BZ +...) 
x 2i 2 a 
Se for o valor eficaz de a, cos œt, então A, = RoE Ai = pe 


= Vaz + Ga? + a? +.. a EOR be 


rms 0 


Fator de Forma 


A relação entre o valor eficaz e o valor médio é o fator de forma F da 
onda. Ele é útil na geração de tensão e nos fatores de correção dos instru- 


mentos. 
h T: 
F T j YO? dt 


Fator de Forma = = 


T 
1 
T f y(t) dt 


As ondas com simetria de meja onda, isto é, f (t) =— f(t + ST ), têm um 


valor médio nulo, como mostra a Fig. 2-2. Para esses tipos de formas de ondas, 
das quais a senoidal é um exemplo, o valor médio Y neg é calculado sobre a 


metade positiva do período, razão porque, algumas vezes, é chamado de valor 
médio de meio ciclo. 


Outras 
nulo, sem post 
determinação «c 
lhança do que é 


moidais e 


b, sen 20t +...) 


mw de forma F da 
eção dos instru- 


t+ ST), têm um 


formas de ondas, 
alculado sobre a 
hamado de valor 
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T 


Figura 2-2 Simetria de meia onda. 


Outras formas de ondas, como mostra a Fig. 2-3, podem ter valor médio 
nulo, sem possuírem simetria de meia onda. Nos cálculos de Y med para a 
determinação do fator de forma dessas ondas, toma-se meio período, à seme- 
lhança do que é feito com as ondas de simetria de meia onda. 


Figura 2-3 
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Problemas Resolvidos 
2.1 Em um resistor circulam (a) uma corrente constante / e (b) uma corrente periódi- 
ca i(f) de período T. Ver Fig. 2-4. Mostrar que a potência média P é a mesma, em 
cada caso, se 1, = |. 


Para a corrente constante I: P = VI = RE 


T 
Para a corrente periódica i(t):p = vi = Ri? e P = [7 ] i? ai R = RP 


e E asa 
V 
R 

M 

i® | | 

vt) 
Figura 2-4 
2.2 Determinar os valores médio e eficaz da função y(t) = Yn Sen ot. 


O período é 27. A representação gráfica é obtida com wt como variável 
independente, conforme mostra a Fig. 2-5 


[À 


Figura 2-5 


a 


T 27 
1 1 
Yas T A y(t) dt = 2n f Y, sen ot d(wt) = p 


2n 
Yo [- cos otla =0 


no 


e 


O valor e 
vezes o V 


23 Quala po 
corrente ij 


Como p = 


Segundo 
um resist 


P = BR 


= (14,14/ 


24 Calcular o: 
da na Fig. 


Pelo exar 
então: 


2.5 Determinar 
cujo primeii 
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a corrente periódi- 
. Pé a mesma, em 


2.3 
$ ar) R = RÊ 
ot. 
2.4 
d como variável 
2x 
„ [- cos mt], =0 2.5 


h T A | 2n Y 
Vs 1 f y dt = L Í (Y,, sen mt)? d(œt) = SE = 0,707Y 
f T Jo 0 E NE 


e 2n 


5] 


O valor eficaz de uma função senoidal ou co-senoidal pura é 1N/2 ou 0,707 
vezes o valor máximo. 


Qual a potência média P em uma resistência pura de 10 ohms, onde circula uma 
corrente {f = 14,14 cos wt ampères? 


Como p = vi = Ri? = 2000 cos? œt e o período de p é x, a potência média é 
P = 1 f 2000 cos? wt d(wt) = 1000 watts 
0 


Segundo Método. A potência média, para uma corrente periódica i(t), em 
um resistor puro R, é 


1 2N 
= and 2 
P = Ê R = E | (14.14 cos œt) don} 10 


= (14,142) (10) = 1000 watts 


Calcular os valores médio e eficaz da forma de onda em dente-de-serra mostra- 
da na Fig. 2-6. 


Pelo exame verifica-se que Y eg = 25. No intervalo 0 < ż < 2, y = 25t, 
então: 


T 
1 1 
Y, == f Pdt=5 i 6254 dt = 834, donde Y; = 28,9 


Figura 2-6 


Determinar os valores médio e eficaz da forma de onda mostrada na Fig. 2-7, em 
cujo primeiro intervalo y = 10 620% 
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T 05 
pao SAR f j -2007 — — 40 T-2000 
Vea = F f> dt = og J, 102% = con [E 
=-He!º — e°] = 1,00 
1g 1 p05 
Y =7 4 y2 dt = 0,05 E 100 e74% dt = 5,00, donde Yo. = 2,24 


0,05 0,10 0,15 sec 
Figura 2-7 


2.6 Determinar o fator de forma da onda triangular da Fig. 2-8. 


Figura 2-8 


-0,01 < t < 0: y(t) = 1000 + 5; yŒ = 1082 + 10% 4 25 
O < < —0,01: y£) = -1000 + 5; y@ = 1082 — 10% + 25 


0 ol 
y T ! (10842 + 10% + 25) dt a (10%2 — 10% + 25) al-s 
—001 0 


= 002 


Y= 2,89 


2.7 


2.8 


Como a 
tomado £ 


Y < 


med = { 


Fator de 


Determine 
mostrada 


Para 0 < 


Y = 


med 


nal 


Calcular o 
ção de onı 


x jade 
) o 


2Y =2,24 
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2.7 


2.8 


Como a forma de onda tem simetria de maior onda, o valor médio é 
tomado sobre o meio ciclo positivo: 


005 
af i 
Fred = 0,01 l E (1000t + 5) dt + E (-1000t + 5) al = 25 


—0,00 
Y 
Fator de forma = o = a = 1,16 
med 5 


Determinar os valores médio e eficaz da forma de onda senoidal retificada 
mostrada na Fig. 2-9. 


Para 0< œt< T, y= Y, sen œt; para n < œt < 2r, y = 0. O período é 2r. 


1 T 2T 
med = dg f Y „ sen œt d(wt) + | O d(œt)} = 0,818 Yo 
Y- E sen mt? d(ot) = + Y? E RS 
ef 27 0 m 4 mw ef 29 m 


Figura 2-9 


Calcular os valores médio e eficaz da onda senoidal que passa por uma retifica- 
ção de onda completa (Fig. 2-10). O período é 7. 


1 TE 
Kas a f Y „ sen œt d(œt) = 0,637 Y 


me 


Yi = 


alta 


yY 
a sen ot? dot) = 5º, Yo = 0,707Y, 
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Figura 2-10 


2.9 Calcular os valores médio e eficaz da onda quadrada mostrada na Fig. 2.11. 


Para 0 <t< 0,01, y = 10; para 0,01<t< 0,03, y = 0. O período é 0,03s. 


01 
ai È 100,01) _ 
kango h Uee = 388 
1 va 
a 2 = a 
Ya = goz J, 1d = 888 = 5,77 
y 
10 
0 t 


0,01 0,02 0,03 0,04 s 


Figura 2-11 


2.10 Calcular os valores médio e eficaz da função representada na Fig. 2-12 e 


descrita como: 
O<t<0,1 y=201-e!0% 01<1<0,2 y=2005%-0,1) 
Y2. = 


1 2 
o3 $ 400(1 — 26108 + e200) dy + f 400 e100 - 0,1) dt 
ft 02 14 $ 


0,1 0,2 
= 2000 [ t + 0,02710% — 0,005 gam] 


190, e Y; = 13,78. (Os termos em e 1º e e? não têm significação.) 


+ [ = 0,01 e I00(t — a | 
0 Fi 


2.11 


2.12 


2.13 


Determin 


Outro m 


Determin 


vN 


ef 


Uma onc 
(“clipada’ 
valores m 


A função 
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03 045 
Figura 2-12 
lana Fig. 2.11. 2.11 Determinar o valor eficaz da função y = 50 + 30 sen ot. 


aríodo é 0,03s. 1 fr 
ve = f (2500 + 3000 sen œt + 900 sen? qt) d(wt) 
27 0 
1 
= Jn [2500(27) + O + 9007] = 2950, Yo = 543 


Outro método: Y, = V560)? + (302) = V2950 = 54,3 


2.12 Determinar o valor eficaz da tensão v = 50 + 141,4 sen qt + 35,5 sen 3wL 


Vi = V602 + $414 + > (85,5? = 114,6 volts 


2.13 Uma onda senoidal que apresenta retificação de onda completa é cortada 
(“clipada”) a 0,707 de seu valor máximo, como mostra a Fig. 2-13. Calcular os 
valores médio e eficaz da função. 


la na Fig. 2-12 e 


50( — 0,1) 


e7100 -0,1) af 


Figura 2-13 


0,2 , 
e100 a ji ; A função tem período te é dada por 0 < œt < n/4 y=Y, sen ot 
E m4<wt<374  y=0,707Y, 


significação.) 3n/4 < 0t< n y=Y, sen ot 
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1 4 Ta 
Y = | M Y „ sen ot d(wt) + 0,707 Y „ d(œt) 
0 


med x Ta 


IL 
+ Í Y, sen ot d(wt) | = 0,54 7, 
3m4 


1 [m Va 
y2=- f (Y sen qt)? d(@t) + f (0,707 Y)? diot) 
ef x o” ya m 


TE 
+ a (Y „sen ot)? d(at) | = 0,341 Y2, Yy=0,584Y, 


2.14 Uma onda senoidal que apresenta retificação de onda completa com um atraso 
6 tem para valor médio a metade de seu valor máximo, como mostra a Fig. 2-14. 
Achar o ângulo 0. 


1 TE 
Y ned = = , Y, sen qt d(ot) 


me: 


= E (—-cosz + cos 0) 


Portanto, 0,5 Y „ =(Y,/nX1 + cos 0), cos O = 0,57, 0 = 55,25". 


y 
Y, TEAOR 
0 É AN (N, [ at 
0 


Tm (7+0) 2x 


Figura 2-14 


2.15 A corrente em um resistor de 2 ohms tem a forma de onda dada no Probl. 2.14, 
com o valor máximo de 5 ampéres. A potência média no resistor é 20 watts. 
Determinar o ângulo 0. 


P = R 
Yi = 
- 29 (7 
E 


donde sen 26 - 


2.16 


2.17 


2.18 


2.19 


2.20 


2.21 


2.22 


2.23 


Um resis 
valor má» 
Resp.: (a 


Determin 
+ 10 sen 
Resp.: 1€ 


Qual a pc 
(D)=2+: 
Resp.: 27 


Calcular ` 
Resp.: 57 


Calcular * 
Resp.: 15 


O valor et 
a amplituc 
Resp.: 35 


Uma cert: 
harmônicc 
máximo d 
eficaz da 
cos. 

Resp.: 15 


Se uma o 
seu valor 
Resp.: 12, 


2 


eta com um atraso 
mostra a Fig. 2-14. 


25. 


E 


ada no Probl. 2.14, 
"esistor é 20 watts. 
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P= RL, 20 = DE, L, I = 10. Portanto, 
a iE 25 | œt sen 20t |” 
= = 2 z729 |U Sen A = 
vã = 10 = È f 6 sen ot) d(wt) = E E A |= 


_ 25 fx sen 2n 8, sen 20 
AT TA 2 4 


donde sen 20 = 20 — 10n/25 60 = 60,5° (solução gráfica). 


2.16 


2.17 


2.18 


2.19 


2.20 


2.21 


2.22 


2.23 


Problemas Propostos 


Um resistor de 25 ohms tem uma potência média de 400 watts. Determinar o 
valor máximo da corrente, na hipótese de ela ser (a) senoidal, (b) triangular. 
Resp.: (a) 5,66 ampères; (b) 6,93 ampères. 


Determinar o valor eficaz V„ da função tensão dada por v(t) = 1000 + 25 sen 30t 
+ 10 sen 5 œt. 
Resp.: 101,8 volts. 


Qual a potência média em um resistor de 25 ohms no qual circula uma corrente 
()b=2+3senwt+2 sen 20t + 1 sen Jwt? 
Resp.: 275 watts. 


Calcular Y,; para y(i = 50 + 40 sen ot. 
Resp.: 57,4. 


Calcular Y, para y(i) = 150 + 50 sen œt + 25 sen 2wt 
Resp.: 155,8. 


O valor eficaz de y(t) = 100 + A sen œt é conhecido e igual a 103,1. Determinar 
a amplitude A do termo senoidal. 
Resp.: 35,5. 


Uma certa função contém, em termo constante, um fundamental e em terceiro 
harmônico. O valor máximo do fundamental é 80% do termo constante e o valor 
máximo do terceiro harmônico é 50% do termo constante. Sendo 180,3 o valor 
eficaz da função, determinar a amplitude do termo constante e os dois harmôni- 
cos. 

Resp.: 150, 120, 75. 


Se uma onda senoidal retificada de meia onda tem para valor eficaz 20, qual é 
seu valor médio? 
Resp.: 12,7. 


jat 
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2.24 Calcular Yneg € Ya para a forma de onda mostrada na Fig. 2-15. 

Resp.: Ymea = 40; Yy = 72,1. 

0 t 
-20F 1 T 27 
sr 
Figura 2-15 

2.25 Calcular Yeg € Y, para a forma de onda mostrada na Fig. 2-16. 228 Determin: 

Resp.: Yaeda = 10; Yy = 52,9. Probl. 2.2 


100 


Figura 2-16 


2-26 Determinar Y,, para a forma de onda mostrada na Fig. 2-17. 


E Resp.: Y, = 6,67. 2.29 Determina 


com o Prol 


i é 
0,03 0,04 0,05 s 


0,01 0,02 


Figura 2:17 


2.27 Determinar Y,, para a forma de onda da Fig. 2-18. 
Resp.: Ya = Y N3 =0,577Y,. 


2.30 Determinar 
período T, : 
eficaz mais 
Resp.: (a) ( 


15. 


16. 
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y 
Fr, 
t 
E T 2T 
Y. 
Figura 2-18 
2.28 Determinar o valor eficaz da forma de onda da Fig. 2-19 e comparar com o 
Probi. 2.27. 
y 
Yn 
t 
9 T 2T 
Figura 2-19 


2.29 Determinar o valor eficaz da forma de onda triangular da Fig. 2-20 e comparar 
com o Probl. 2.27. 


Ip T 


2 


Figura 2-20 


2.30 Determinar k na forma de onda mostrada na Fig. 2-21, onde k é uma fração do 
período T, de modo que o valor eficaz seja (a) 2, (b) 5. Variando k, qual é o valor 
eficaz mais elevado possível? 

Resp.: (a) 0,12; (b) 0,75; 5,77 para k = 1. 
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2.31 


2.32 


2.33 


psi Vne 


Resp.: 


Se a função do Probl. 2.31 for descrita, no primeiro intervalo, por (a) 


kT T (T + kT) 


Figura 2-21 


T 8, Vu = 24,75. 


508% determinar Vaneg € Vor- 


Resp.: 


Determinar Yed 


(a) Voa = 12,25, U. 17.87; 
(b) Vaea = 5,0, Va = 11,18. 


e Va para a forma de onda da Fig. 2.22. 


v 
50 
50e™™ 
0 


0,04 s 


Figura 2-22 


0 < t< 0,025 vb = 400t 
0,025 < t< 0,050 y(t) = 1007100 - 0,025) 


Resp.: 


Yne = 2:7, Ya = 4,2. 


e Yo para a forma de onda da Fig. 2-23. 


AE da 


00 025 0,050 “00757 075 


Figura 2-23 


0,100 s 


50 eg 2001 ( b) 


2.34 


2.35 


2.36 


2.37 


A forma c 
menor ter 
O<t<0( 
0,01 <t< 
Resp.: Yy 


Determin: 
represent 
Resp.: V w 


Com rela 
ângulo de 


Resp.: 
A onda st 


ângulo de 
Resp.: Vn 
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2.34 A forma de onda da Fig. 2-24 é semelhante à do Probl. 2.33, porém com um 
menor tempo de elevação (“rise rime”). Achar Yreg € Yor- 
O<t<0,01 y() = 1000t 
0,01<t< 0,05  y(f = 10g7100%t- 0,01) 


Resp.: Ymed = 1,2; Yor = 2,77. 


0,050 0,100 


Figura 2-24 
or (a) 506209, (b) 
2.35 Determinar Vmeg € Va da onda de tensão senoidal retificada de meia onda 
representada na Fig. 2-25, sendo de 45º o ângulo de atraso. 
Resp.:Vmed = 27,2 volts; Vy = 47,7 volts. 


Figura 2-25 


2.36 Com relação à forma de onda do Probl. 2.35, determinar Vreg € Vop Sendo o 
ângulo de atraso (a) 6 = 90°, (b) 0 = 135”. 


Resp.: (a) Vmea = 15,95; Va = 35,4; 
(b) Veg = 4,66; Vo = 15,06. 


2.37 A onda senoidal retificada de onda completa, mostrada na Fig. 2-26, tem um 
ângulo de atraso de 60°. Calcular Vnea € Ver em função de Vp- 
Resp.: Vme = 0,478 Vm Va = 0,633 Vy 


U 
RER 
H Í į ot 
9 2x an 


les 


60º x 


Figura 2-26 


e 
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2.38 Por meio de um circuito de controle é possível variar o ângulo de atraso da forma 
de onda de corrente mostrada na Fig. 2-27, de modo que o valor eficaz tenha 
valores compreendidos entre os limites de 2,13 e 7,01 ampêres. Determinar os 
ângulos. 
Resp.: 04 = 135°; 0, = 25°, 
i 
10 es sa 
9 9 x 2x 
Figura 2-27 
2.39 Determinar o valor eficaz da onda senoidal completa, retificada, da Fig. 2-28, 
cortada (“clipada”) na metade de seu valor máximo. 
Resp.: Vy = 0,668 Yp 
2.40 Referindo-se à forma de onda do Probl. 2.39, achar o valor eficaz, se a onda é 
cortada (“clipada”) aos 60° ou 7/3 radianos. 
Resp.: Yy = 0,668 Y. 
Figura 2-28 
2.41 Uma onda senoidal retificada é cortada de modo que seu valor eficaz seja 05 Va 


como mostra a Fig. 2-29. Determinar em que ordenada é cortada a onda. 
Resp.: 0,581 Y, ou 0 = 35,5". 


2.42 Calcular 
trifásico r 
Resp.: V, 


2.43 A forma d 
é mostrad 
Resp.: Vn 
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"de atraso da forma 2.42 Calcular os valores médio e eficaz da forma de onda que resulta de um circuito 
3 valor eficaz tenha trifásico retificador de meia onda, como indica a Fig. 2-30. 
ires. Determinar os i Resp.: Vmea = 0,827 Vm; Vor = 0,840 V. 


zada, da Fig. 2-28, Figura 2-30 


2.43 A forma de onda que resulta de um circuito hexafásico retificador de meia onda 
é mostrada na Fig. 2-31. Calcular Voa € Vor- 


eficaz, se a onda é Resp.: Vmea = 0,955 Va; Vas = 0,956 Vp- 
Va 
nm ot 
t 2x 
Figura 2-31 


r eficaz seja 05 Yp, 
tada a onda. 


ti FAN 
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Capítulo 3 


MAKRON CORRENTE E 
TENSÃO SENOIDAIS 


Introdução 


Quando se aplicam as leis de Kirchhoff a um circuito, resulta, geral- 
mente, uma equação integro-diferencial. Os métodos clássicos de resolução de 
equações diferenciais darão as soluções. Quando tais métodos são usados na 
obtenção da corrente devida a uma tensão aplicada, a corrente fica dividida em 
duas partes. Uma parte transiente, isto é, passageira, transitória, durando, 
geralmente, apenas uma fração de segundo e uma parte correspondente ao 
regime estacionário, que permanece até que outra causa seja introduzida. 


Como em muitos casos o estudante da análise de circuitos ainda não 
possui desembaraço nas técnicas de equações diferenciais, procuraremos, neste 
capítulo, estabelecer a parte correspondente ao regime estacionário da solução, 
sem fazer menção ao regime transitório. Ao leitor que possua conhecimentos sobre 
equações diferenciais, seria útil, agora, um estudo de como tais métodos se aplicam 
à análise de circuitos. O Capítulo 16 estuda as equações diferenciais clássicas e dá 
alguns exemplos, ilustrando as partes transitória e estacionária das soluções. 


Correntes Senoidais 


Quando a corrente é senoidal em elementos puros R, Le C, a tensão 
nos terminais de cada um é dada pela Tabela 3-1. 
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Tensões £ 


Qua: 
dadas pela T. 


Element 


Resistência 


Indutância 


Capacitânci 


Element: 


Resistência 


Indutâncis 


Capacitânci 


Capítulo 3 


to, resulta, geral- 
2s de resolução de 
los são usados na 
:e fica dividida em 
asitória, durando, 
orrespondente ao 
introduzida. 


ircuitos ainda não 
'ocuraremos, neste 
onário da solução, 
nhecimentos sobre 
nétodos se aplicam 
ciais clássicas e dá 
a das soluções. 


R, L e C, a tensão 
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Tensões Senoidais 


Quando as tensões nos três elementos são senoida 


dadas pela Tabela 3-2. 


is, as correntes são 


Tabela 3-1 
Tensão no Elemento Puro para Corrente Senoidal 


Elemento 


Tensão para 
i geral 


Tensão para 


Tensão para 
i=I, sen ot 


i SIr cos mt 


Resistência R E = Ri 


Vp= RL, sen qt vp = RI, cos qt 


Indutância L nei g vL=0LI, coswt |v;=qwLI, (sen o) 
— q 
Capacitância C 1 I 
=— dt pç Ma EUL 
E CJ: Vo oC (— cos œt) Ug = DC sen wtf 
Tabela 3-2 
Corrente no Elemento Puro para tensão Senoidal 
Elemento Corrente para Corrente para Corrente para 
v geral | v=V, sen ot v = V n cos wtf 
t 
Resistência R P : Ve . Vi 
RR Ip = Sen ot lR = p Coso 
|) R R 
Indutância L Si d Va 
=z Joa p= C080) ti, AL Sen ot 
Capacitância C RE w ig=0CV, coswt lin= oCV p Csen qt) 
t 


L 
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Impedância 
A impedância de um elemento, de um ramo ou de um circuito completo 
é a relação entre a tensão e a corrente: 


Função tensão 
Função corrente 


Impedância = 


Para tensão e corrente senoidais esta relação terá uma amplitude 
(módulo) e um ângulo. No Capítulo 5, a impedância é tratada muito mais 
minuciosamente e o ângulo será, então, considerado. No momento, apenas o 
módulo da impedância será considerado. O ângulo entre v e i é discutido, a 
seguir, como o ângulo de fase. 


Ângulo de Fase 


Se tensão e corrente forem, ambas, funções senoidais do tempo, a 
representação gráfica de ambas, sobre a mesma escala de tempo, mostrará um 
deslocamento entre elas, salvo se for o caso de uma resistência pura. Esse 
deslocamento é o ângulo de fase e nunca excede 90° ou 1/2 radianos. Por 
convenção, o ângulo de fase é sempre “o ângulo que a corrente i faz com a tensão 
v”, isto é, i está avançada de 90º, em relação à v, num capacitor puro; i está 
atrasada de 45º em relação à v, num circuito RL série em que R é igual a œL; i 
está em fase com v numa resistência pura etc. O resumo a seguir esclarece a 
impedância e o ângulo de fase. 


Elemento R. A corrente e a tensão estão em fase, num resistor puro. 
Ver Fig. 3-1. 


O má 


Elem 
n/2 em relação 


Elem 
em relação à ti 


RL en 
Ver Fig. 3-4. O 


circuito completo 


á uma amplitude 
itada muito mais 
omento, apenas o 
e i é discutido, a 


idais do tempo, a 
mpo, mostrará um 
tência pura. Esse 
n/2 radianos. Por 
:1 faz com a tensão 
acitor puro; i está 
ie R é igual a qL;i 
seguir esclarece a 


num resistor puro. 
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O módulo da impedância é R. 


Elemento L. Em um indutor puro, a corrente fica atrasada de 90° ou 
n/2 em relação à tensão. Ver Fig. 3-2. O módulo da impedância é œL. 


v 


AS 
LA 


n/2 


Figura 3-2 


Elemento C. No capacitor puro a corrente fica adiantada de 90º ou 1/2 
em relação à tensão. Ver Fig. 3-3. O módulo da impedância é 1/wC. 


CPA 


Figura 3-3 


RL em série. Corrente atrasada de arc tg (wL/R) em relação à tensão. 
Ver Fig. 3-4. O módulo da impedância é VR2 + (aL)2. 
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Figura 3-4 
E da Numa 
RC em série. Corrente avançada de are tg (1/@CR) em relação à solicitada pelo 
tensão em um circuito RC em série. Ver Fig. 3-5. O módulo da impedância é 3-6(6), ip = i 
NVR? + (1/0CRP. Kirchhoff, pois 


3.1 A corrent 
ligação de 
senoidal. 


Figura 3-5 


Circuitos em Série e em Paralelo 
Up=Up+ 


Em um conjunto de elementos de circuito ligados em série, a tensão Qualque: 
total é igual à soma das tensões nos terminais de cada elemento. Portanto, na , cia pode 
Fig. 3-6(a), Up= V] + Vg + Us. amplitud 


Up =Å se 
Igualand 
RI =A., 


i 
È 
p 


esa 
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ea 
= Re 
(a) 


(b) 


Figura 3-6 


Numa ligação de diversos elementos em paralelo, a corrente total 
solicitada pelo circuito é a soma das correntes de cada ramo. Então, na Fig. 
3-6(5), ip = É, + i+ is. Verifica-se aí uma aplicação da lei das correntes, de 
Kirchhoff, pois as quatro correntes têm um nó comum. 


ZR) em relação à 
» da impedância é 


Problemas Resolvidos 


3.1 A corrente į = | sen œt passa no circuito série da Fig. 3-7(a), que consta da 
ligação de R ohms e L henrys. Exprimir a tensão total aplicada, v,, como função 
senoidal. 


tas ar 


R 
(a) @) 
Figura 3-7 
Up=Up +U; = RI, sen qt + OLI cos qt (1) 
m série, a tensão Qualquer número de termos senoidais e co-senoidais da mesma fregiên- 
ento. Portanto, na cia pode ser combinado em um único termo senoidal ou co-senoidal de 


amplitude A e ângulo de fase 4. Podemos, portanto, escrever: 
Up =A sen (mt + 4) = A sen ot cos q + À cos œt sen q (2) 
Igualando os coeficientes de sen œt e de cos œt em (1) e (2), obtemos: 


RL, = A cos?» OLL, =A sen q 


cos 
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3.2 


Da Fig. 3-7(b): 
vce al, RR 


I 
A = =VR? + (OL) L, 


vp =A sen (gt + 4) = VR? + (wWL) 1, sen (œt + arc tg qL/R), 


o que indica que a corrente está atrasada, em relação à tensão, de um 
ângulo de fase 4 = arc tg qL/R. 


O módulo da impedância é VR? + (wL)2. 


Se R > œL, tem-se wL/R — 0 e 4 > 0, isto é, o mesmo resultado que se 
obtém com resistência pura. 


Se œL >R, tem-se @L/R > o e b > 1/2, isto é, o mesmo resultado que se 
obtém com indutância pura. 


Numa associação série de R e L, a corrente estará atrasada, em relação à 
tensão, de um ângulo compreendido entre 0º e 90º, dependendo dos 
valores relativos de R e œL. 


A corrente no circuito da Fig. 3-8 é i = 2 sen 500 t. Calcular a tensão total aplicada Vp 


20 mh 


Figura 3-8 
vp = VR? + (mL)? I„ sen (oL + arctg L/R) + 28,28 sen (500t + 45°) 


onde R = 10 ohms; wt = 500 (0,02) = 10 ohms; arc tg @L/R = 45°; In=2. 


Como, no caso, R = œL, a corrente está atrasada de 45º em relação à tensão. 


3.3  Numci 
de 80" « 


tgd=c 


3.4  Numci 
uma ter 


Calcul: 
te p=: 
17,85 : 

O=i 


3.5 Em um 
a correr 
dal sim; 


it) 


Ur= UR 
Exprin 
de fase 


vp=Ã:. 


Igualar 


JR), 


ı à tensão, de um 


ı resultado que se 
» resultado que se 


ada, em relação à 
dependendo dos 


são total aplicada v}. 


- 


sen (500% + 45°) 


JR =45;1,=2. 


n relação à tensão. 
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3.3 


3.4 


3.5 


Num circuito série com R = 20 ohms e L = 0,06 henrys, a corrente está atrasada 
de 80° em relação à tensão. Determinar œ. 


tg é = ©L/R; tg 80° = 5,68 = q (0,06)/20 .. o = 1893 rad/s 


Num circuito RL série, L = 0,02 henrys e a impedância é 17,85 ohms. Aplicada 
uma tensão senoidal, a corrente resultante está atrasada de 63,4". 


Calcular œe R. 

tg ọ = o©L/R, tg 63,4° =2=0,020/R,R = 0,01 © 

17,85 = VR? + (0L2 = (0,010? + (0,020) 
wo = 800 rad/s e R = 0,010 = 8 ohms 


Em um circuito série constituído de R ohms e C farads, como mostra a Fig. 3-9, 
a corrente é | = |, cos œt. Exprimir a tensão total aplicada como função co-senoi- 
dal simples. 


ut) 


Figura 3-9 
vp=UVptuç= RI, cos œ + (1/wC)T sen œt (1) 


Exprimindo v, como termo co-senoidal simples de amplitude A e ângulo 
de fase q, 


Ur =A cos (œt + 4) = A cos œt cos 4 — À sen œt sen à (2) 


Igualando os coeficientes de cos wt e de sen œt em (1) e (2): 


RI, = A cos, (1/wC), = —A sen 4 
= sen 1 R 
aa E a scak ed Rê + (1/00) | 


A = VR + (1/00) Lo 


$ 
Ê 
É 


62 Circuitos Elétricos 
evr=Acos(at + 4) = VRZ + (1/00? Lo cos (wt = tg 1 1/0CR) 
o que significa que a corrente está adiantada sobre a tensão. (Como sen 4 
é negativo e cos q é positivo, 4 está no quarto quadrante.) 
O módulo da impedância é VR? + (1/00). 
Se R >1/9C tem-se 1/0CR-0 e 40, isto é, o mesmo resultado obtido com 
a resistência pura. 
Se 1/0C >R tem-se VÔCR-so e 472, isto é, o mesmo que para a 
capacitância pura. 
Numa associação série de R e C, a corrente estará adiantada, em relação 
à tensão de um ângulo compreendido entre 0º e 90º, dependendo dos 
valores relativos de R e 1/wC. 
3.6 No circuito série da Fig. 3-10, a corrente é į = 2 cos 5000. Achar v. 
i 
5 
D, 
20 uF T 
Figura 3-10 
2 ART 1/oC 
Up = VR? + (1/00) Icos (œt — arc tg “R )= 224 cos (5000 — 63,4°) 
onde: R = 5 ohms; 1/@C = 1/5000 x 20 x 10®) = 10 ohms; 
arc tg 1/9CR = arc tg 10/5 = 63,4';1,=2. 
A corrente está adiantada de 63,4em relação à tensão. O valor absoluto 
da impedância é 11,18 ohms. 
3.7 Num circuito série constando de R, Le Ca corrente é i = Im Sen œt. Determinar 


a tensão nos terminais de cada elemento (Fig. 3-11). Reportar-se à Fig. 3-12. 


Ug = Ri 
vy =L 
= 81 
Ses 
U; 

(i : 

en 


3.8 Com relaçã 
simples. 


tg! 1/0CR) 


1são. (Como sen p 


+) 


ultado obtido com 
asmo que para a 


atada, em relação 
dependendo dos 


char vz- 


zos (5000t — 63,4”) 


+ O valor absoluto 


, Sen ot. Determinar 
:ar-se à Fig. 3-12. 
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Ur Ur Uc 
R Era e 
|: 
Figura 3-11 


Ug = Ri = Ri, sen qt 


v;=L La sen œt) = wLI, cos œt 


al: 
aC 


Uc = 5 Í L Sen ot dt = LI, (cos œt) 


URe i 
(i em fase com vp) 


Uc 


2x 


vç, et 
(1 adiantada de 90º 
em relação à vç) 


vei 
(i atrasada de 90° 
em relação à v,) 


Figura 3-12 


3.8 Com relação ao Probl. 3.7, exprimir a tensão total v} como uma função senoidal 


simples. 
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3.9 


Mostrar que œL e 1/wC são dados em ohms quando w está em rad/s, L em 


henrys e C em farads. 


O= rad | heine 1. volts x volt a 
s 8 ampère ampère 

EE E O O PE volt volt _ _ hm 

oC” rad farad ampère ampère 


Seja vp = Up + V, + vo = RI„sen ot + (@L — 1/aC) 1 coso (1) 3.10 Emum: 
farads, : 
Chamando A a amplitude e 4 o ângulo de fase de vz; avanço ı 
Up= À sen (Œt + ọ) aL = Bi 

= À sen qt cos q + A cos œt sen d (2) 
ol 
Igualando os coeficientes de sen œt e cos œt em (1) e (2), obtemos: tg! > 
RL, =Acosy, lp (WL-1/0C)= A sen p A reati 
Então: avançat 
R módulo 

oL — 1/00 R m 
> DD DDD, S Em ? A A = a i 
tg ọ R cos é JRZ + (OL — 1/00) cos é 3.11 na 
 “m 
= VR? + (@L — 1/0C) L, somou 
e Up = A sen (ot + 4) = ip = ik 
= VR? + (@L — 1/00)? 1, sen [ot + tg! (oL — 1/00)/R] Então, 
onde VR? + (wL — 1/0C) é o valor absoluto da impedância e ip = yC 
arc tg (OL — 1/0C) R é o ângulo de fase. 

io y À correr 

Se œL > 1 œC, o ângulo de fase 4 é positivo, a corrente está atrasada em 
relação à tensão e o circuito tem um efeito total indutivo. Se R > 
f ; resistên 
Se œL > 1/aC, o ângulo de fase à é negativo, a corrente está avançada em voé mu 
relação à tensão e o efeito total do circuito é capacitivo. indutive 
Se aL = 1/wC, o ângulo de fase 4 é zero, tensão e corrente estão em fase e Se aL > 
a impedância tem como valor R. Chama-se a essa condição ressonância ramo in. 
série. comadi 
fortemes 


Notar que a medida de um ângulo em radianos é um número se dimensão. 


) Lcosot (1) 


(2) 


obtemos: 


cos q 


- 1/00)/R] 

. impedância e 
está atrasada em 
D. 


stá avançada em 


te estão em fase e 
lição ressonância 


tá em rad/s, L em 


yero se dimensão. 
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3.10 Em um circuito série constituído de R = 15 ohms, L = 0,08 henry e C = 30 micro- 


3.11 


farads, a frequência da tensão aplicada é 500 rad/s. Qual o valor do ângulo de 
avanço ou de atraso da corrente sobre a tensão? 


1 1 
= 500(0,08) = 40 ohms, = = 66, 
oL ( ) ohms C = 50030 x 109) 66,7ohms 
oL — 1/00 —26,7 
LT sia = ds = — a 
tg” R tg” 15 60,65 


A reatância capacitiva 1/wC é maior que a indutiva. A corrente está 
avançada de 60,65° e o circuito tem um efeito resultante capacitivo. O 


módulo da impedância é VR + (@L — 1/wC?) = 30,6 ohms. 


A diferença de potencial aplicada à combinação R — L em paralelo da Fig. 3-13 é 
V= VYm COS wi. Calcular a corrente em cada ramo e exprimir a corrente total i, 
como função co-senoidal simples. 


x ` E 1 | Va m 
ip=iptip=pUutT vdt =p coswt + — sen qt 


Então, 
ip = VI/R? + (1/0aL? V, cos (at — tg? R/9L) 
A corrente está atrasada de 4 = arc tg R/wL. 


Se R > aL, temos 4 > 90º e ip = (V,/wL) cos (œt — 90°). Com essa 
resistência relativamente elevada, o dreno de corrente pelo ramo resisti- 
vo é muito baixo. Portanto, i, é, praticamente, igual a i 1, isto é, a corrente 
indutiva influi fortemente no estabelecimento da corrente total. 


Se œL > R, temos 6 > 0° ei, = (V,/R) cos œt. Neste caso, a reatância do 
ramo indutivo é elevada e ele drena uma corrente pequena, comparada 
com a do ramo resistivo. Neste caso, portanto, a corrente resistiva influi 
fortemente na corrente total. 


Figura 3-13 
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3.12 A tensão v = V sen œt está aplicada à associação de R e C em paralelo, 
mostrada na Fig. 3-14. Achar a corrente em cada ramo e exprimir ip como função 
senoidal simples. 
yV 
. r E v du m 
ip = ig + iç = RÝ CH = sen œ + @CV cos wt 
Então, ip = VW1/R}? + (WC? V, Sen (wt + arc tg oCR) 
A corrente está avançada de q = arc tg qCR. 
Se R > 1/oC, temos 4 > 90" eip= ip=wCV, sen (œt + 90°), isto é, o ramo 
capacitivo tem a maior contribuição para a corrente total, controlando-a. 
Se oC > R, temos 4 > 0º e ip= tp = (V,!R) sen œt, isto é, o ramo 
resistivo é o de maior influência na corrente total. 
Figura 3-14 
3.13 A diferença de potencial v = V, sen at é aplicada à associação paralela de R, L 


e C, mostrada na Fig. 3-15. Calcular a corrente em cada ramo e exprimir a 
corrente total ij como função senoidal simples. 


: À 3 : v 1 du 
SiR E T, vdi + C % 
Va m 
=R sen qt — AL cos œt + oCV n cos œt (1) 


Exprimindo v, como função senoidal de módulo A e ângulo de fase q, 


ip=Asen(wt+4)=Asenwicosy) + A œt sen ọ (2) 


| 
+ 
f 
i 


3.14 


Igualan 
ValR =. 


Então, ` 


A-Ja 
ip = V0 


O sinal ı 
de oC e 


O ramo i 
A corren 
Essas dı 
der-se-ia 
corrente 
ramo cag 


Dois eler 
corrente 
v= 150 se 


Deveic 
534º + 1 


tg 63,4º = 
Val = 


Conclusg 
L=0,021 


'e C em paralelo, 
imir j como função 


109), isto é, o ramo 
al, controlando-a. 


vt, isto é, o ramo 


ão paralela de R, L 
ramo e exprimir a 


(1) 


rulo de fase à, 


(2) 
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3.14 


Figura 3-15 


Igualando os coeficientes de sen qt e de cos wt em (1) e (2): 
ValR =A cos ẹ, (WC — 1/0L) V „=A sen 6 


oC — 1/oL 1/R 


pano te kae E E VR} + (oC — 1al} 


A = WIRE + (0C — Val) Voe 


ip = VI/RP + (0C — 1/0L? V, sen[ot + arc tg (OC — 1/0DR] 


O sinal do ângulo de fase depende, evidentemente, dos valores relativos 
de oC e V'wL. 


O ramo indutivo drena uma corrente atrasada de 90º em relação à tensão. 
À corrente no ramo capacitivo está avançada de 90º em relação à tensão. 
Essas duas correntes, combinadas, desde que com igual amplitude, po- 
der-se-iam cancelar mutuamente. Se a corrente indutiva for superior, a 
corrente total estará atrasada, ao passo que estará adiantada, se a do 
ramo capacitivo for superior. 


Dois elementos puros de circuito estão associados em série, possuindo a 
corrente j = 13,42 sen (500t — 53,4") ampères para a tensão aplicada 
v = 150 sen (500t + 10°) volts. Determinar os elementos do circuito. 


De v e i concluímos que a corrente está atrasada em relação à tensão, de 
53,£ + 10º = 63,4º; o circuito deve, portanto, conter R e L. 


tg 63,4º = 0L/R = 2; QL = 2R 
V/I, = VR? + (oL, 150/1342 = VRZ + (CRP, R = 5ohms 


Conclusão: o circuito contém um resistor R = 5 ohms e um indutor 
L=0,02 henry. 
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3.15 


3.16 


Um circuito em série constituído de dois elementos puros tem as seguintes 
corrente e tensão aplicadas: 


v = 200 sen (2000ż + 50°)V; i= 4 cos (2000 t + 13,2º)A 
Achar os elementos que constituem o circuito. 


Como cos x = sen (x + 90°), podemos escrever i = 4 sen (2000t + 103,2°). A 
corrente, portanto, está adiantada sobre a tensão de 103,2º — 50° = 53,2’ e 
o circuito deve conter R e C. ; 


tg 53,2" = 1,33 = 1/9CR; 1/aC = 1,33 R 
Vo, = VR? + (1/@Cř; 200/4 = VR? + (1,88R2; R = 30 ohms 
e C = 1⁄(1,33 œR) = 1,25 x 10 farads = 12,5 uF. 


No circuito série da Fig. 3-16, a tensão e a corrente são: 


v = 353,5 cos (3000ż — 10°) volts 
i = 12,5 cos (3000ż — 55°) ampères 
e a indutância é 0,01 H. Determinar R e C. 


A corrente está atrasada de 55° — 10° = 45°. Portanto, a reatância indutiva 
@L é superior à capacitiva 1/wC. 


tg 45" =1=(aL-YVwC/R, (oL-VwC)=R 
Vo/L = VR? + (OL —1/0C)?, 353,5/12,5 = V2R2 


R = 20 ohms 
e, de (oL — 1 œC) = R, encontramos 


C = 3,33 x 10º farads = 33,8 uF 


i 
R 
E | 0,01 H 
c 
Figura 3-16 


3.17 No circuit 
a corrente 
lp = ip 4 
= 20 sen 
=Å sen (: 


donde 20 
eA=204 


ip = 20,6: 


A corrent 


3.18 Atensão a 
correntes r 


tem as seguintes 


2000t + 103,29. A 
3,2? — 50° = 53,2 e 


R = 30 ohms 


'eatância indutiva 
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3.18 


No circuito paralelo da Fig. 3-17, a tensão é v= 100 sen (1000t + 50"). Exprimir 
a corrente total como função senoidal simples. 


ip= irtis E+ v dt 


= 20 sen (1000t + 50°) — 5 cos (1000ż + 50°) 
= À sen (1000t + 50°) cos 4 + A cos (1000 + 50°) sen q 


donde 20 = A cos ọ e — 5 = A sen 4. Então, tg 4 = — 5/20, q = — 14,05"; 
e A =20/(cos 4) = 20,6. Então, 


ip = 20,6 sen (1000t + 50º — 14,05") = 20,6 sen (1000 + 35,95") 


0,02 H 


Figura 3-17 


A corrente está atrasada de 14,05º em relação à tensão. 


A tensão aplicada no circuito da Fig. 3-18 é v = 50 sen (5000t+ 45"). Calcular as 
correntes nos ramos e a total. 


Figura 3-18 
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3.19 


d 
ir=ip ti ticz +ifvarce% 
= 2,5 sen (5000t + 45°) — 6,25 cos (5000t + 45°) + 5 cos (5000% + 45°) 
= 2,5 sen (5000 + 45°) — 1,25 cos (5000t + 45º) 
= 2,8 sen (5000t + 18,4), usando os métodos deste capítulo. 
A corrente está atrasada de 45º — 18,4º = 26,6º em relação à tensão. 


Observe-se que a corrente total tem o valor máximo de 2,8 ampêres, que 
é menor do que qualquer dos valores máximos de corrente, tanto no ramo 
indutivo (6,25 ampêres) quanto no capacitivo (5 ampêres). A explicação é 
óbvia quando se representam essas três correntes num mesmo sistema de 
eixos. 


A corrente na associação A, L, C série, mostrada na Fig. 3-19, é i = 3 cos (5000! 
— 60º). Achar a tensão em cada elemento e a total. 


op=op torto RIAL Ë+ tfid 


Uy = 6 cos (5000 — 60º) — 24 sen (5000t — 60°) 
+ 30 sen (5000t — 60º) = 6 cos (5000t — 60º) 
+ 6 sen (5000t — 60º) = 8,49 cos (5000t — 105º), 


pelos métodos deste capítulo. 


~. 


1,6 mH 


Cia uF 


Figura 3-19 


A corrente está avançada 105º — 60º = 45º em relação à tensão. 


3.20 


3.21 


3.22 


3.23 


3.24 


3.25 


3.26 


3.27 
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3.20 


3.21 


3.22 


3.23 


3.24 


3.25 


3.26 


3.27 


Observe-se que a tensão máxima aplicada é 8,49 volts. A tensão nos 
elementos indutivo e capacitivo é maior que isso. A representação gráfica 
será suficiente para demonstrar o que ocorre. 


Problemas Propostos 


A corrente em uma indutância pura de L = 0,01 H é j = 5 cos 2000t Qual é a 
tensão? 
Resp.: 100 cos (2000ż + 90°). 


À corrente em uma capacitância pura de C = 30 uF, e i = 12 sen 2000t. Qual é a 
tensão? : 
Resp.: 200 sen (2000t-— 90°). 


A tensão nos terminais da indutância, em um circuito série de R = 5 ohms 
e L= 0,06 henry, é v, = 15 sen 200t. Achar a tensão total, a corrente, o ângulo 
de atraso de j em relação v,e o módulo da impedância. 

Resp.: i = 1,25 sen (200? ~ 90°); v} = 16,25 sen (200t - 22,65"); 67,35"; 
Va Im = 13 ohms. 


A tensão na resistência do circuito do Probl. 3.22 é vp = 15 sen 200t. Calcular a 
tensão total, a corrente, o ângulo de atraso de j em relação a v,e o módulo da 
impedância. 

Resp.: i = 3 sen 200t, vy = 39 sen (200t+ 67,35"); 67,35"; V/lm = 13 ohms. 


A tensão total e a corrente resultante em um circuito série de dois elementos 
puros são: vy = 255 sen (300t + 45°) e i = 8,5 sen (300t + 15°). Determinar os 
elementos que constituem o circuito. 
Resp.: R = 26 ohms; L = 0,05 henry. 


A tensão total e a corrente resultante em um circuito série de dois elementos 
puros são: v;= 150 cos (200t — 30°) e i = 4,48 cos (200t-— 56,6"). Determinar os 
elementos que constituem o circuito. 
Resp.: R= 30 ohms, L = 0,075 henry. 


Dois elementos puros, R = 12 ohms e C = 31,3 LF, são ligados em série com uma 
tensão aplicada v = 100 cos (2000t — 20°). Os dois elementos são, então, ligados 
em paralelo com a mesma tensão. Calcular a corrente total em cada ligação. 
Resp.: Série: i = 5 cos (2000t + 33,2"); 

Paralela: | = 10,4 cos (2000t + 16,8"). 


Um resistor de R = 27,5 ohms e um capacitor de C = 66,7 uF estão em série. A 
tensão no capacitor é vo = 50 cos 1500t. Calcular v,, o ângulo de avanço da 
corrente em relação à tensão e o módulo da impedância. 

Resp.: vr = 146,3 cos (1500t+ 70°); 20º; V /lm = 29,3 ohms. 
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3.28 Um resistor R = 5 ohms e um capacitor desconhecido estão em série. A tensão 
nos terminais do resistor é vp = 25 sen (2000t + 30"). Se a corrente está 
avançada de 60° em relação à tensão aplicada, qual é a capacitância? 

Resp.: 57,7 uF. 

3.29 Um circuito série constituído de L = 0,05 He um capacitor desconhecido têm a 
seguinte tensão aplicada e corrente resultante: 
vr = 100 sen 5000t; i= 2 sen (5000t + 90°). Achar a capacitância C. 

Resp.: C = 0,0667 uF. 

3.30 Em um circuito série RLC, a corrente está atrasada de 30° em relação à tensão 
aplicada. A tensão em L tem para valor máximo o dobro do valor máximo da 
tensão no capacitor e v, = 10 sen 1000t. Se o valor de Ré 20 ohms, determinar 
os valores de Le C. 

Resp.: L = 23,1 mH; C = 86,5 uF. 

3.31 Um circuito série constituído de R = 5 ohms, L = 0,02 henry e C = 80 uF tem uma 
tensão senoidal aplicada, de treqüência variável. Achar os valores de w para os 
quais a corrente (a) esteja avançada de 45° em relação à tensão; (b) esteja em 
fase e (c) atrasada de 45°. 

Resp.: (a) 675; (b) 790; (c) 925 rad/s. 

3.32 Um circuito paralelo de dois ramos é constituído de apenas um resistor de 50 
ohms em um dos ramos e um elemento simples desconhecido no outro. Co- 
nhece-se a tensão aplicada ao circuito e a corrente total: 

v(i) = 100 cos (1500t + 45"); i(f) = 12 sen (1500t + 135°). 
Determine o elemento desconhecido. 
Resp.: R = 10 ohms. 

3.33 Determinar a corrente total em um circuito paralelo de L = 0,05 H e C= 0,667 ur, 
sendo v = 100 sen 5000t a tensão aplicada. 
Resp.: i7 = 0,067 sen (5000!- 90°). 

3.34 Um resistor R = 10 ohms e um indutor L = 0,005 henry estão em paralelo. A 
corrente no ramo indutivo é i, = 5 sen (2000ż — 45°). Achar a corrente total e o 
ângulo entre i, e a tensão aplicada. 

Resp.: |, = 7,07 sen (2000! + 0°); 45º (j; atrasada em relação à v). 

3.35 Um circuito paralelo constituído de um ramo de R= 5 ohms e um único elemento 
desconhecido no outro ramo tem para tensão aplicada e para corrente total: 
v= 10 cos (50t+ 60°) e j= 5,38 cos (50t- 8,23) 

Achar o elemento desconhecido. 
Resp.: L = 0,04 henry. 
3.36 Dois elementos puros, R= 10 ohms e C = 100 uF, em uma ligação paralela, têm 


para tensão aplicada v = 150 cos (5000t — 30"). Achar a corrente total. 
Resp.: | = 76,5 cos (5000t + 48,77). 
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3.37 


3.38 


3.39 


3.40 


3.41 


Um capacitor puro de C = 35 uF está em paralelo com outro elemento simples do 
circuito. Se a tensão aplicada e a corrente resultante forem, respectivamente, 
v = 150 sen 3000te i= 16,5 sen (3000t + 72,4"), achar o elemento desco- 
nhecido. 

Resp.: R = 30 ohms. 


A tensão aplicada em um circuito paralelo LC é v = 50 cos (3000t + 45) ea 
corrente total j} = 2 cos (3000t — 45°). Sabe-se, também, que a corrente do ramo 
L é cinco vezes maior que a do ramo capacitivo. Achar L e C. 

Resp.: L = 6,67 mH e C = 3,33 pF. 


A tensão aplicada a três ramos em paralelo, em cada um dos quais existe um 
elemento puro, é v = 200 sen 1000t Os ramos contêm, respectivamente, R = 300 
ohms, L = 0,5 H e C = 10 pF. Acha a corrente total, o ângulo entre ire a tensão 
aplicada e o módulo da impedância. 

Resp.: i= 1,74 sen (1000t + 67,4°); 67,4 (i; avançada); V„/I„ = 115 ohms. 


No circuito da Fig. 3-20, a tensão aplicada e a corrente total são v = 100 sen 500t 
e iņ= 2,5 sen 500t. Achar L. 
Resp.: L = 0,08 H. 


Figura 3-21 


A tensão aplicada ao circuito da Fig. 3-21 é v = 50 sen (2000t— 90°). Achar a 
corrente total. 
Resp.: iņ= 11,2 sen (2000t— 116,6°). 


INC! 
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3.42 No circuito da Fig. 3-22, a tensão aplicada é v = 100 sen 5000t. Achar as 
correntes Å, h e ip 
Resp.: i = 7,07 sen (5000t-— 45°); i = 7,07 sen (5000t + 45°); ir = 10 sen 50001. 


Figura 3-23 


3.43 A tensão aplicada no circuito em paralelo da Fig. 3-23 é v = 100 cos (5000t + 
45"). (a) Achar a corrente total. (b) Que dois elementos, em uma associação em 
série, poderiam ocasionar a mesma corrente e, consequentemente, ser equiva- 
lentes ao circuito em paralelo, na mesma frequência? 

Resp.: (a) ir = 18,5 cos (5000t + 68,4"); (b) circuito em série de R = 4,96 
ohms e C= 93 uF. 
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Books NÚMEROS COMPLEXOS 


Números Reais 


O conjunto dos números reais consta dos números racionais e dos 
irracionais. O conjunto de todos os números reais pode ser representado, numa 
correspondência um a um, pelo conjunto de todos os pontos de uma linha reta, 
chamada linha (eixo) dos números reais, de modo que cada ponto represente um 
único número real e que cada número real seja representado por um único 
ponto de linha, como mostra a Fig. 4-1. As operações de adição, subtração, 
multiplicação e divisão podem ser efetuadas com quaisquer números desse 
conjunto. Raízes reais de números positivos podem ser representadas na linha 
dos números reais, mas a raiz quadrada de um número negativo não existe no 
conjunto dos números reais. 


Figura 4-1 Linha dos números reais. 
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Números Imaginários 


A raiz quadrada de um número real negativo é chamada um número 
imaginário puro. Ex: 1, 2, 4-5, V-16. 


Se fizermos j = V-1, vem V-2 = j/2, V24 = j2, V-5 = jV5 etc. Segue-se, 
também, que? = -1,P=P j= (1j = pit=Q=LP=j. 


Todos os números imaginários puros podem ser representados por 
pontos de uma linha reta chamada linha (eixo) dos números imaginários, como 
mostra a Fig. 4-2. 


A escolha da palavra imaginário foi inadequada, pois os números 
imaginários existem, da mesma maneira que os reais. O termo significa, sim- 
plesmente, que tais números não podem ser representados no eixo dos números 
reais; estão situados em uma segunda linha, o eixo dos números imaginários. 


j5 j4 j3 j2 ji 0 j 2 B3B j4 B 


Figura 4-2 Linha dos números imaginários. 


Números Complexos 


Um número complexo Z é um número da forma x + jy, onde x e y são 
reais e j = V-1. Em um número complexo x + jy, o primeiro termo, x, é chamado 
parte real e o segundo, y, parte imaginária. Quando x = 0, o número complexo 
reduz-se a um imaginário puro e corresponde a um ponto do eixo j. Do mesmo 
modo, se y = 0, o número complexo é um número real e corresponde a um ponto 
do eixo real. Os números complexos, portanto, compreendem todos os números 
reais e todos os números imaginários puros. 


Dois números complexos, a + jb ec + jd, serão iguais, e somente o serão, 
sea=ceb=d. 


Se, como na Fig. 4-3, o eixo dos números reais for perpendicular ao dos 
números imaginários (ou eixo dos j) no ponto de cruzamento 0, cada ponto do 
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plano complexo resultante representa um único número complexo e reciproca- 
mente. A Fig. 4-3 mostra a representação de seis números complexos (Zi ..., Zo) 


Z,=6 
Z, =2-j3 
Z, = j4 
Z, =-3 +72 
Z; =—4 -j4 
Z =3+J3 


: Outras Formas de Números Complexos 


Na Fig. 4-4, x = r cos 9, y = r sen 0 e o número complexo Z é 
| Z =x + jy =r(cos 9 + jsen 6) 


onde r = Vx? + y? é chamado módulo ou valor absoluto de Z e o ângulo 6 = arc 
tg y/x é chamado argumento de Z. 


f A fórmula de Euler, e” = (cos O + j sen 6), possibilita outra forma para 
os números complexos, chamada forma exponencial (ver Probl. 4.1): 
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Figura 4-4 Representação polar de um número complexo Z. 
Z =r cos 8 + jr sen 8 = re? 


A forma polar ou de Steinmetz para um número complexo Z é bastante 
usada em análise de circuitos e escreve-se 


rh 
onde 8 aparece, geralmente, em graus. 


Esses quatro meios de se representar um número complexo estão 
resumidos a seguir. O emprego de um ou de outro depende da operação a ser 
efetuada. 


Forma retangular Z=x+Jy 

Forma polar ou de Steinmetz Z=r/0 

Forma exponencial Z=re* 

Forma trigonométrica Z = r(cos 6 + j sen 0) 


Conjugado de um Número Complexo 


O conjugado Z” de um número complexo Z = x + jy é o número complexo 
Z' = x — jy. Por exemplo, 3 — j2 e 3 + j2, -5 + j4 e -5-j4 são dois pares de 
números complexos conjugados. 


Na forma polar, o conjugado de Z =r / 8 é Z* = r /-8. O conjugado de 
Z = r(cos 8 + j sen 0) é Z“ = r( cos 8 — j sen 6), pois cos (- 0) = cos 8 e 
sen (—9) = — sen 0. Por exemplo, o conjugado de Z = 7/30" é Z“ = 7 /- 30° 


O conjugado Z* de um número complexo Z é sempre a imagem de Z em 
relação ao eixo real, como mostra a Fig. 4-5. 


Podemo 
complexo Z e se 


Z=x+jy 
Z =x-jy 
Z=r e 

Z =r! 
Z=rf 

Z'=r/-0 
Z = rícos € 
Z" = rícos 
z2,=3+j4 


z, = 5/14: 


Soma e Difi 


Para so 
traem-se separa 
vista prático, a s 
das, conveniente 


Exemplo 


Nexo Z. 


plexo Z é bastante 


ro complexo estão 
da operação a ser 


n 0) 


o número complexo 
t são dois pares de 


-8. O conjugado de 
os (- 0) = cos 0e 


Z =7/-80 


> a imagem de Z em 
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Podemos, então, resumir as quatro formas de se escrever o número 
complexo Z e seu conjugado. 


Z=x+jy 
Z =x-jy 
Z =r e 
Z =re 
Z=r/0 


Z'=r/-0 

Z =r(cos 0 + j sen 60) 
Z* = r(cos O — j sen 6) 
z =83+]j4, z =3-j4 


zo = 5/143,1°, z% = 5/—143,1° 


Figura 4-5 Números complexos e seus conjugados. 


Soma e Diferença de Números Complexos 


Para somar ou subtrair dois números complexos somam-se ou sub- 
traem-se separadamente as partes reais e as partes imaginárias. Do ponto de 
vista prático, a soma e a subtração de números complexos só podem ser efetua- 
das, convenientemente, quando ambos estão na forma retangular. 


Exemplo 1 Dados Z} = 5 -j2 e Z, = -3 -j8. Então, 
2, +22, =(5 3) + J2 8)=2 J10 
Z — Z = (—3 —5) + j(—8 +2) = —8 -J6 
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Multiplicação de Números Complexos 


O produto de dois números complexos, estando ambos na forma expo- 
nencial, deduz-se diretamente das leis dos expoentes: 


Z,2,=(r, eir ea) = rir eit6y + 92) 


O produto na forma polar ou de Steinmetz segue-se da forma exponencial: 


Zı Bo = (11 Prf) =r; ral 0, +0 
O produto pode ser obtido na forma retangular, tratando-se os dois 
números complexos como se fossem binômios. 


ZZ =W+yp) (+ yo) = 2% + xo + JY 9 + PYY 
= (X189 =Y 1V2) + J3 + Vão) 
Exemplo 2 Se Z, = 50"? e Z, = 217, então ZZ, = (5e™3) (Ze 116) = 
10676, 
Exemplo 3 Se Z, = 2/30" e Z, = 5/- 45°, então Z,2, = (2/30°) (5/- 45° = 
=10/- 15°. 
Exemplo 4 Se Z} = 2 + J3 e Z = — 1 — J3, então Z,Z, = (2 + j3X-1 — j3) = 
=7-—J9. 


Divisão de Números Complexos 


O quociente de dois números complexos na forma exponencial deduz-se 
diretamente da lei dos expoentes 
jð 
Site Ma ET 
Zo rg 9, To 


Na forma polar ou de Steinmetz, com referência à forma exponencial: 


rreren maen 


; 
| 
| 
| 
i 
f 
; 
i 
| 
: 


A divisão 


denominador pelc 


Exemplo 


Exemplo 


Exemplo 


-6 -j 
5 


Raízes de Nú 


Qualquer 


n=0,+1,+42,..D 
Então, 


Z=ref=) 
Z = rig: 
Portanto, : 


atribuindo-se an o 


os na forma expo- 


forma exponencial: 


“atando-se os dois 


st YI 
= (Dei) (Ze 7/6) = 


(2/30º) (5/— 45º = 


:(2 +jÐ1-j3) = 


ponencial deduz-se 


mma exponencial: 
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Z  n/8, 1 
ED So i9; 
Za 1/8 r = 


A divisão na forma retangular se faz multiplicando-se numerador e 
denominador pelo conjugado do denominador: 


Z o% +J É =] Cão + YW) + JOa — YA) 


Zə Xa + JYz (Ko — Jg 


2 2 
Xə + Y3 


E f Z4 4e™”3 7 
Exemplo 5 Dados Z, = 46" e Z, = 206, vem = Sa DeIr/6, 


VA . . 
PREE = fg 4-5 [1 -j2 
Exemplo 7 Dados Z, = 4 Pee NA g “142 f — j2 


_-6-j13 
e 


Raízes de Números Complexos 


Qualquer número complexo Z = reº pode ser escrito Z = reif +20 onde 


n=0,+1,+2,... Da mesma maneira, Z = 7/0 pode ser escrito Z = rÃo + n 360º). 
Então, 


Z = rei = rio +20) e N7 = Nr O+ 2m/k 


Z = r Jð =rhk0+n360) e SA = Nr KO + n360°)/k 


Portanto, as k raízes distintas do número complexo pođem ser obtidas 
atribuindo-se a n os valores 0, 1, 2, 3, ... k — 1. 
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3 3 
Exemplo 8 Se Z = 8/ 60°, tem-se VZ = V8 /(60º + n360°)/3 = 
2/(20º + n120°). Fazendo-se n igual a 0,1 e 2, obtêm-se as três raízes cúbicas, 
que são: 2/20º, 2/140º e 2/260º. 
Exemplo 9 Achar as cinco raízes quintas da unidade. 
: 5 5 y » 
Como 1 = 1 em, vem: Vis Vi ei2mis . 1 giêmis, 


Atribuindo-se a n os valores 0, 1, 2,3 e 4, obtêm-se as cinco raízes 


1/0º ou 1;1/72º;1 (144º; 1 216º e 1 288. 


Logaritmo de um Número Complexo 


O logaritmo neperiano de um número complexo pode ser determinado 
com facilidade, a partir de sua forma exponencial. 


O resultado não é único. Usa-se, mais frequentemente, o valor prin- 
cipal, quando n = 0. 


Exemplo 10 Se Z = 3e"8, tem-se ln Z e”ê = In 3 + j1/6 = 1,099 + j0,523. 


Forma Polar para Forma Retangular 


Exemplo 11 Exprimir 50/53,1º na forma retangular ou binômica x + Jy- 
Faça um esboço exagerando o fato de que o ângulo é superior a 45°. 
x = 50 cos 53,1º = 50 x 0,600 = 30. 


As partes real e imaginária são ambas positivas. 


mo eon N ia 


50 /58,1º = 30 + j40. 


= eum 


Exempl 
Faça o esbc 
x = 100 cos 
As partes r 


100/-120' 


jo ngon O dr 


Forma Reta 


Exempl 


L Faça um e: 
parte imag 


2. 8 = arc tgi 
sen 36,9° = 
= 0,800 sen 


3. 4+j3=5ß8 


=] 


Números complexos 83 


60° + n360°)/3 = J  50/58,1º 


ês raízes cúbicas, 


še as cinco raízes 


100 |-120º 


Exemplo 12 Exprimir 100 + 120º em forma retangular x + jy. 
Faça o esboço correspondente. O ângulo de referência é de 60°. 
x = 100 cos 60º = 100 x 0,500 = 50. 


2 ser determinado 


mte, o valor prin- As partes real e imaginária são ambas negativas. 


psp SD E vibes 


16 = 1,099 + 0,525. 100/-120º = — 50 — j 86,6. 


Forma Retangular para Forma Polar 


subinômicas + . Exemplo 13 Exprimir 4 + j3 em forma polar, r/0. 


J; Faça um esboço exagerando o fato de que a parte real é maior do que a 
parte imaginária, quer dizer, o ângulo é menor do que 45°. 


2. O=arc tg = arc tg 0,75 = 36,9" (< 45°) 


perior a 45°. 


sen 36,9 = 0,600, donde r = = 5 ou cos 36,9° = 


anoi 
0,600 
20,800 sendo pois, = E 


0,800 
3.  4+Jj3=5/36,9°. 


i 
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4 
Exemplo 14 Exprimir — 10 + ;20 em forma polar rf . 
1. Faça o esboço correspondente. O ângulo de referência 8, é menor do que 
45º. 
20 5 A 
2  0=are tg 10 = arc tg 2 = 63,4. Portanto, = 180º — 
— 63,4º = 116,6º. sen 63,4º = 0,895 donder so. = 22,4 
bd 3 E 3 ? > 0,895 3 
ou então 63,4º = 0,449, donde r = 19 = 22,4 Ê 
u ao > o a 2 Es 0, 449 Ta , i 
3.  — 10 +j20 = 22,4 /116,6° . 
Problemas ! 
4.1 Demonstrar a fórmula de Euler. 


Admitindo que uma função f(x) pode ser representada por uma série de 
potências de x, essa série deve ser da forma da série de Maclaurin, 


2 3 
fo) = RO) + PO) + rO + EPO + 


x” — 1) 


pe OP (nod) 
+ E fo MO) +... 


4.2 


43 


44 


4.5 


em que a fur 


Os desenvol 
Maclaurin si 


cos8= 1 — 


= cos ĝ + j se 


Esboçar o pla: 
ter cada núme 
os dois esboç 
(a2-j (t 
(Dio (g)-4 


Exprimir cada 
(a) 1584; (b) 


Resp.: (a) 15/2 
(9) 18/90" 


Efetuar a oper 
(a) z=3- j4.. 


(b) z= 10 /-4 
(c) z = 20/53,1 
(d) z = 2,501“ 
Resp.: (a) 25; 
Determinar as 
(a) 5 + f; (b 
Resp.: (a) 3,0. 
2/230"; (d) 3e 


(1 2l, 2f18c 
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em que a função e todas as suas derivadas existem para x = 0. 


Os desenvolvimentos de cos 6, sen 6 e ei? em potências de 0 pela série de 
Maclaurin são 


o q é e a) 
cos 0 = DE ont a gn A sen a a Ro 
$ x BE o a EO 
8, é menor do que PER Sa a a a Gr 


Reagrupando os termos de e'º, temos 


P o q œo ; g é 9 
adegas) SS q + 
12,4 
= cos ð + j sen 6 
4.2 Esboçar o plano complexo e localizar os seguintes números complexos. Conver- 
ter cada número para a forma polar e repetir o esboço. Uma comparação entre 
os dois esboços mostrará se a conversão foi feita corretamente. 
(a)2-j2 (b)3+j8 (c)-5+j}3 (d)-4-j4 (e)5+j0 
(Wi (g)—4 (h)-js 


4.3 Exprimir cada um dos números complexos na forma polar 
(a) 15672; (b) Se PrS; (c) —~4e®™6; (d) -2ein2: (e) 106775; (f) 186372 


Resp.: (a) 15/45"; (b) 5/-120'; (c) 4/-30°; (d) 2/90": (e) 10/ -210° ou 10/150"; 
(9180 


4.4 Efetuar a operação indicada. 
(a) z = 3 — j4. Achar zz. (e)z=2+ 8. Achar z- Z. 


(b) z= 10 /-40°. Achar zz. (f) z =10 -— j4. Achar z + z`. 
(c) z = 20/53,1°. Achar z + Z. (g) z = 95/25°. Achar z- Z. 
(d) z = 2,56}. Achar zz. (h) z = rfa . Achar z/7. 


1 por uma série de : Resp.: (a) 25; (b) 100; (c) 24; (d) 6,25; (e) j16; (f) 20; (g) j80,2; (h) 1/20 . 
> Maclaurin, ' 4.5 


Determinar as raízes indicadas de cada número complexo. 

(a) 5 + P; (b) N150/- 60": (0) y 6,93 — j; (d o7ei 32: (e) V1 (pa 
Resp.: (a) 3,07/29", 3,07/209"; (b) 12,25/-30", 12,25/150"; (c) 2/-10", 2/110º, 
2/230"; (d) 36172, 3e 776, 361176, (e) 1/0", 1/90", 1/180", 1/270'; 

(t) 2/0, 2/180º, isto é, + 2. 
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4.6 Calcular o logaritmo neperiano do complexo. (e) 0,048 — j0 
(a) 20/45"; (b) 6/60"; (c) 0,5/120'; (d) 0,3/180'; (e) (0,3/180") (20/45) Resp.: 0,160, 
Resp.: (a) 3 + jn/4; (b) 1,79 — jm/3; (c) — 0,693 + jon/3; (d) A,2 + jr; (e) 6/225" . (0,0171 +; 

4.7 Converter os complexos da forma polar para a retangular. Resp.: 0,05/7 
(a) 12,3/30" Eai dona 
Resp.: 10,63 + /6,15. (9) -69,4 - j 

Resp.: 80/211 
(b) 53/160° x 
Resp.:— 49,8 + j18,1. (h) -2 + j2 
Resp.: 28,3/1 
(c) 25/-45: 
Resp.:17,7 — j17,7. 49 Converter os ı 
; (a) 10/3: 
(d) 86/1415 ; : 
Resp.:-36,3 - | 78. Resp.: 10 + JO 
(e) 0,05/-20º (b) 25/88° 
Resp.: 0,047 — j 0,0171. Resp.: 0,871 1 
(f) 0,003/80° (c)50 /-93° 
Resp.: 0,00052 + j0,00295. Resp.: — 2,62 - 
(g) 0,013/260° (d) 45 /179° 
Resp.: — 0,00226 — j0,0128. Resp.:— 45 +, 
(h) 0,156/-190° (e) 0,02 [a4 
Resp.: — 0,1535 + j0,0271. Resp.: — 0,001 

4.8 Converter os complexos da forma retangular para a polar. (9) 0,70/266º 
(a)-12 +16 Resp.: — 0,048 
Resp.: 20/126,8 à (9) 0,80 Es 
(b) 2 — já Resp.: 0,8 — jo, 
Resp.: 4,47/ -63,4º. (h) 200/181° 
(c) - 59 - j25 Resp.: — 200 — 
Resp.: 64/203". 4.10 Converter os c 
(d) 700 + j200 (a) 540 + j40 


Resp.: 727/16". 


Resp.: 540/4,2! 


7°) (20/45) 
,2 + jr; (e) 6/225" . 


A 
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4.9 


4.10 


(e) 0,048 — j0,153 

Resp.: 0,160/-72,55°. 

(f) 0,0171 + j0,047 

Resp.: 0,05/70°. 

(9) — 69,4 — j40 

Resp.: 80/210". 

(h) -2 + j2 

Resp.: 28,3/135°. 

Converter os complexos da forma polar para a retangular. 


(a) 10/3: 
Resp.: 10 + j0,523. 


(b) 25/88" 
Resp.: 0,871 + j25. 


(c) 50 /-93º 


Resp.: — 2,62 — j50. 


(d) 45 479° 


Resp.: — 45 + j0,785. 


(e) 0,02 [94 
Resp.: — 0,00139 + j0,02. 


(f) 0,70/266° 
Resp.: — 0,0488 — j0,70. 


Resp.: 0,8 — j0,0696. 


(h) 200/181º 

Resp.: — 200 — [3,49. 

Converter os complexos da forma retangular para a polar. 
(a) 540 + j40 

Resp.: 540/4,25'. 


88 


Circuitos Elétricos 


4.11 


(b) — 10 — j250 
Resp.: 250/-92,29". 
(c) 8 — j0,5 
Resp.: 8/-3,58°. 
(d) 25 + j717 
Resp.: 717/88". 
(e) 0,8 — j0,0696 
Resp.: 0,8/-5". 
() 10 + j0,523 
Resp.: 10/3º. 

(g) — 200 — 3,49 
Resp.: 200/181". 
(h) 0,02 — j0,001 


Resp.: 0,02/-2,87'. 


Determinar a soma ou diferença indicada. 


(a) (10/53,1") + (4 + j2) 
Resp.: 10 + j10. 


(b) (10/90") + (8 — j2) 


Resp.: 8 + j8. 

(c) (4 — jõ) + (2 + j4) 
Resp.: — 2 — j2. 

(a) (2,83/45°) — (2 — jB) 
Resp.: 10. 

(e) (—- 5 + j5) — (7,07/135") 
Resp.: 0. 

() (2 - j10) —- (1 — j10) 
Resp.: 1. 

(9) 10 + j1) + 6 — (13,45/- 42°) 
Resp.: 6 + J10. 


4.13 


(h) — (5553,1 


Resp.:— 4 + 


Calcular o pr 
convertê-los 


(a) (3 — jo) (1 
Resp.:— 5 — 
(b) (2 + jo) (€ 
Resp.: 6 — j6 
(1-4) 
Resp.: B-j 


(d) (j2) (4 —3) 
Resp.: 6 + je 


(e) (12) (5) 
Resp.:— 10. 


() j1) (6) 
Resp.: 6. 


(9) (2 + jo) (2 
Resp.: 8. 


(h) (x + jy) (x 
Resp.: X + y 


Nos problem: 
denominador 
forma polar e 


(a) (5 + Mi 
Resp.: j5. 

(b) (4 — j8) (2 
Resp.:—-1 -j 


(c) (5 — j10)/¢ 
Resp.:-1-j 


(d) (8 + j12)/4 
Resp.: 6- j4. 


(e) (3 + B)(2 
Resp.: 1,5. 
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(h) — (5/53,1º) — (1 — j6) 
Hesp.:—- 4 + jo. 


4.12 Calcular o produto dos seguintes números complexos. Como exercício adicional, 
convertê-los para a forma polar e efetuar novamente o produto, verificando-o. 


(a) (3 - jo) (1 — j4) 
Resp.: -5 - j14. 


(b) (2 + j0) (3 - j3) 
Resp.: 6 — jf6. 

@) C 1-j) (1 +j) 
Resp.: 3 -— je. 


(d) (12) (4 —3) 
Resp.: 6 + j8. 


(e) (j2) (55) 
Resp.:— 10. 
(Di) (46) 
Resp.: 6. 


(9) (2 + j2) (2 — j2) 
Resp.: 8. 


(h) (x + jy) (x— jy) 
Resp.: + y. 


4.13 Nos problemas que se seguem, achar o quociente, multiplicando numerador e 
denominador pelo conjugado do denominador. Converter os números para a 
forma polar e determinar o quociente, a-partir dessa forma. 


(a) (5 + 5V1- j1) 
Resp.: j5. 


(b) (4 — jej(2 + je) 
Resp.: -1 - j3. 


(c) (5 — j10)(3 + j4) 
Resp.: — 1 — j2. 


(d) (8 + j12)/(j2) 
Resp.: 6 — já. 


, (e) (3 + Jane + j2) 
Í Resp.: 1,5. 


$ 
f 
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4.15 


(9 5- jo + j4) 
Resp.: — 2,5. 


(9) 10/(6 + j8) 
Resp.: 0,6 — j0,8. 


(h) J542 — j2) 
Resp.: — 1,25 + j1,25. 


Achar cada produto indicado. 


(a) (2,5 + j10) (— 0,85 + j4,3) 
Resp.: 45/177,1°. 

(b) (3,8 — 11,5) (6 — j2,3) 
Resp.: 26,2/-42,6". 

(co) (72 — j7 2) (1,3 + j4,8) 
Resp.: 506/29,8'. 

(d) (3/20°) (2/— 45°) 

Resp.: 6/-25°. 

(e) (2 + j6) (18/21°) 

Resp.: 113,5/92,5°. 


(f) 1/80" (25/—45°)(0,2/-15°) 
Resp.: 5/20". 

(9) (12 — j16) (0,23 + j0,75) 
Resp.: 15,66/19,7". 

(h) (11,63) (2,6 + ji) 


Resp.: 4,53/111,1°. 


Exprimir cada relação como um único número complexo. 


(a) (23,5 + j8,55)/(4,53 — j2,11) 


Resp.: 5/45". 


(b) (21,2 - }21,2)/(3,54 — j3,54) 


Resp.: 6/0". 


4.16 


(c) (7,07 + j7 
Resp.: 2/125 
(a) (- j45)/(6 
Resp.: 5/ —4! 
(e) (6,88/12º 
Resp.: 3,08/ 
(P (5 + [55h 
Resp.: 1,414 
(9) 116 + j8) 
Resp.: 0,1 
(h) (~10 + j2 
Resp.: 10/14 
Calcular, em 
(a) z, =10 + 
Resp.: 7,18 
(b) z, = 5/45 
Resp.: 5,5/1: 
(c) z =6-je 
Resp.: 5,52/ 
(d) z, =20, z 
Resp.:17,9/ 


| 
| 
E 
É 
| 
E 
| 
É 


k 
f 
i 
{ 
È 
b 
É 
Ê 
pi 
$ 
E 
: 
: 
E 
E 
3 
$ 
Ê 
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4.16 


(c) (7,07 + j7,07)/(4,92 + 0,868) 
Resp.:2/125. 

(a) (— j45)/(6,36 — j6,36) 

Resp.: 5/45". 


(e) (6,88/12°){2 + j1) 
Resp.: 3,08/-14,6'. 
(P (5 + /5)/5/80" 
Resp.: 1,414/-35'. 

(9) 11(6 + j8) 

Resp.: 0,1/-53,1'. 

(h) (- 10 + j20){2 — j1) 
Resp.: 10/143,2". 


Calcular, em cada caso, z,Z,/(Z, + Z,). 


(a) z = 10 + J5, Z, = 20/30" 
Resp.: 7,18/27,8". 


(b) z; = 5/45", z, = 10/-70º 
Resp.: 5,5/15,2". 
(c)z,=6-[2,2=1+j8 
Resp.: 5,52/23,81". 

(d) 2, = 20, z, = j40 

Resp.: 17,9/26,6'. 


| Capítulo 5 


MARON IMPEDÂNCIA COMPLEXA E 
NOTAÇÃO DE FASORES 


Introdução 


A análise de circuito em estado estacionário senoidal é importante 
porque as tensões fornecidas pelos geradores de corrente alternada são, muito 
aproximadamente, funções senoidais puras e porque qualquer onda periódica 
pode ser substituída por um termo constante e uma série de termos senoidais e 
co-senoidais. Chama-se a isso Método de Fourier de Análise de Formas de 
Onda. Este método será estudado no Capítulo 15. 


No Capítulo 3, foram analisados diversos circuitos simples, em que a 
tensão e a corrente eram funções senoidais. Entretanto, o trabalho se tornou 
complicado, mesmo quando os circuitos eram relativamente simples. Empre- 
gando fasores para representar tensões e correntes, e uma impedância complexa 
para responder pelos elementos de circuito, ficará grandemente simplificada a 
análise em estado estacionário. É isto que veremos neste capítulo. 


Impedância Complexa 


Consideremos um circuito RL em série com uma tensão aplicada vt) = o 
e“, como mostra a Fig. 5-1. Pela fórmula de Euler, essa função inclui um termo 
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co-senoidal e um termo senoidal: Vn Cos mt +j V „ sen œt. A lei de Kirchhoff para 
as tensões, no circuito fechado é: 


. di(t) = Pot 
Rit) + L RE VE E 


Figura 5-1 


Esta equação diferencial linear de primeira ordem tem uma solução 
particular da forma i(t) = Kei%*. Substituindo, temos 


RKA” + joLKeS = V eis 


£ m HO) = m jot z z k 
onde K = Rejai e it) Ra JoL eW. A relação entre a tensão e a cor 


rente mostra que a impedância é um número complexo com uma parte real R e 
uma parte imaginária œL: 


Elia Fes R + joL 
EO vV, Ee 4 
R + joL 


Consideremos, agora, um circuito RC em série, com a mesma 
tensão V e“ aplicada, como mostra a Fig. 5-2. Então, 


Bit) + o fiO dt = V, eis 
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Figura 5-2 


Fazendo ift) = Kei? e substituindo em (1), obtemos 


3 1 À 5 
ot ot — ot 
RK & D q Re Va? 


donde K Va Vn e e 
PÉS R+ 100" R- 070 Vre aa 
V qo 
Então, Z = y = R - j(1/00) 
R -j4/00) 


Novamente, a impedância é um número complexo com uma parte real 
R e uma parte imaginária — (1/00). 


Isso sugere que os elementos de circuito podem ser expressos em 
termos de sua impedância complexa Z, a qual pode ser colocada no diagrama 
elétrico, como mostra a Fig. 5-3. 


R R 


jul JC) 


Figura 5-3 


Como a impedância é um número complexo, pode ser situada no plano 
complexo. Entretanto, como a resistência nunca pode ser negativa, somente são 
utilizados o primeiro e o quarto quadrantes. Sua representação gráfica chama- 
se diagrama da impedância. Ver Fig. 5-4. 


em comprem 


A resistên 
indutiva X 1 fica loc 
se localiza no semi. 
se ou no primeiro 
constituem. Na for 


Exemplo 1 
tensão aplic 
(ver Fig. 5-5. 


Areatância ir 


Na forma pol 


Exemplo 2 | 
tensão aplica: 
Fig. 5-6). 


À reatância c 


Z = 20 - já 
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| Figura 5-4 Diagrama da impedância. 


A resistência R está situada no semi-eixo real positivo. Uma reatância 
indutiva X, fica localizada no semi-eixo j positivo e uma reatância capacitiva Xe 
se localiza no semi-eixo j negativo. Em geral, a impedância complexa Z localiza“ 

: se ou no primeiro ou no quarto quadrante, dependendo dos elementos que a 
— oit. ; constituem. Na forma polar, Z terá um ângulo compreendido entre + 90° e — 90°. 
sy : Exemplo 1 Um circuito RL série com R = 5 ohms e L = 2 mH tem uma 
tensão aplicada v = 150 sen 5000t. Achar a impedância complexa Z 
(ver Fig. 5-5). 


Areatância indutiva X, = @L = 5000 (2 X 10) = 10 ohms. Então, Z=5 +j 10. 


OEE ri AEI EA ER S 


m uma parte real Na forma polar, Z = 11,16 /63,4°. 


ser expressos em 
zada no diagrama 


J10 | Z=5j 
=11, 


10 
6163,4º 


Figura 5-5 


Exemplo 2 Em um circuito RC em série, onde R = 20 ohms e C = 5uF, a 
tensão aplicada é v = 150 cos 10000t. Achar a impedância complexa Z (ver 
Fig. 5-6). 


1o 1 
œC  10000(5 x 109) 
Z = 20 — j20. Na forma polar, Z = 28,3 45. 


A reatância capacitiva Xe = = 20 ohms; então, 


ativa, somente são 
ão gráfica chama- 


4 
f 
Ë 
H 
$ 
* situada no plano | 
; 
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20 


20 DO [Esso e 


Figura 5-6 


Em todos os circuitos, com exceção do resistivo puro, a impedância é 
função de q, pois X; e Xo são funções de q. Consegiientemente, uma impe- 
dância complexa só é válida para a fregiiência em que foi calculada. 


Notação de Fasores 


Consideremos a função ft) = re'“*, Trata-se de um número complexo 
que inclui a variável t. Seu valor absoluto, entretanto, está fixado em r. Se 
traçarmos sua representação gráfica, por exemplo, nos instantes £ = 0, n/4w e 
7/20, como mostra a Fig. 5-7, evidencia-se a natureza da função. 


J J J 
r 
r 
t=0 t = 4o t = w2w 
w = 0 oi = n/4 ot = 1/2 


Figura 5-7 A função nº”, 


Se q for constante, o segmento de reta girará no sentido anti-horário 
com velocidade angular constante. As projeções desse segmento rotativo sobre 
os eixos real e imaginário representam as partes co-senoidal e senoidal de e, 
dadas pela fórmula de Euler. 


Vimos, no Capítulo 3, que num circuito série RL submetido à tensão 
v=V, sen œ circula uma corrente atrasada 0 graus em relação à tensão, onde 


0 = arc tg (@L/R), 
do circuito e da fre 
radianos. Na Fig. 
5-9(a) estão repres 
dos, que giram no 
ângulo de fase en 
mesma velocidade 
está atrasada de 0 


Função co-se 


As projeçõe 
conforme a fórmula 
função seno. 


Seja uma fi 
ângulo de desvio in: 
t=0. Admitamos, al 
Z =z? (— n/2<0<7 


A corrente s 


Va elo + 


ro, a impedância é 
mente, uma impe- 
leulada. 


. número complexo 
tá fixado em r. Se 
antes é = 0, 1/40 e 
ição. 


entido anti-horário 
ento rotativo sobre 
l e senoidal de e”, 


ubmetido à tensão 
ação à tensão, onde 


ORE NR mo TAATA OTE TERETANE AR RA SEE 
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8 = arc tg (L/R), i = T „ sen (œt — 0). O ângulo de fase é função das constantes 
do circuito e da freqüência da tensão aplicada, mas não pode exceder 90º ou n/4 
radianos. Na Fig. 5-9(b) v e i estão representadas em função de œt. Na Fig. 
5-9a) estão representados, no plano complexo, dois segmentos de reta, orienta- 
dos, que giram no sentido anti-horário, com velocidade angular constante œ. O 
ângulo de fase entre eles permanece constante, já que ambos giram com a 
mesma velocidade. Verifica-se, também, pelo sentido da rotação, que a corrente 
está atrasada de 9 graus, em relação à tensão. 


Função seno 


Função co-seno 


Figura 5-8 


As projeções sobre o eixo j são, exatamente, as funções representadas, 
conforme a fórmula de Euler, pois a parte imaginária da função exponencial é a 
função seno. 


Seja uma função tensão de forma geral v = V, el? + %, onde a é um 
ângulo de desvio inicial que possibilita a tensão estar a um ângulo q, quando 
t = 0. Admitamos, além disso, essa tensão aplicada a um circuito de impedância 
Z = ze? (— n/2 < 0 < 1/9). 


A corrente será dada por 


Va e% + 0)/(z 69) = (V/2) elo +a- 9) — Ip ejat + a — 6), 
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V elot+o 


ze8 


isto 6,1, elt+a-6) m 


I„ sen (0t-0) 


1 


(b) 


Figura 5-9 


Esta igualdade está no domínio do tempo, pois o tempo aparece explici- 
tamente nas expressões da tensão e da corrente. Faremos, agora, duas modi- 
ficações, para estabelecer os fasores. Primeira: multiplicamos a igualdade por 
e! para eliminar a função tempo. Segunda: multiplicamos ambos os membros 
por 1N2 para ficarmos com os valores eficazes da corrente e da tensão: 


Es = (ot + a) 
eJ% a eiot + a — o» = g Jot K e | 
m 


NOJ "2 ze 

TE (2) 

Ile -o = Vl (3) 
-Y (4) 


A equação (2) é uma transformada e aparece, agora, no domínio da 
fregiiência. O tempo não aparece nela ou nas seguintes. Deve-se conservar na 
lembrança, entretanto, a variação da equação (1) com o tempo. Te V em (3), sem 
índices, indicam os valores eficazes da corrente e da tensão. A equação (4), 
portanto, relaciona I, V e Z como quantidades complexas e, como tais, devem 
ser tratadas, levando-se em conta seus valores absolutos e seus argumentos. 


Pee pm arm et cur mermo om 


| 
, 
: 
! 
| 
| 


Temos, assim, ur 
forma complexa ¢¿ 


Na Fig. i 
complexo, expres 
domínio do temp 
fasor tensão e o f 
1N2 vezes os da 
absoluto da corre 
está no domínio c 


(a) Domir 


5.1 Mostrar a va 
cada uma di 
segundo. Suj 


Nas express 
tes na faixa 
5-11(0). A Fi 


Qualquer ci 
função da fi 
dância, traç 
frequência e 


10 aparece explici- 
wora, duas modi- 
s a igualdade por 
mbos os membros 
la tensão: 


(2) 


3) 


(4) 


a, no domínio da 


e-se conservar na 
„Ie V em (3), sem 
io. A equação (4), 
como tais, devem 
seus argumentos. 


T A AAE SIA 
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Temos, assim, uma equivalente da lei de Ohm para fasores, também chamada 
forma complexa da lei de Ohm. 


Na Fig. 5-10(a) as funções tensão e corrente são mostradas no plano 
complexo, expressas na forma exponencial. Trata-se de uma representação no 
domínio do tempo, pois t aparece explicitamente. Na Fig. 5-10(b) aparecem o 
fasor tensão e o fasor corrente. Os segmentos representativos, nesse caso, são 
1N/2 vezes os da Fig. 5-10(a) e o tempo não aparece. Mas o ângulo 6 e o valor 
absoluto da corrente são funções da frequência, por isso diz-se que a Fig. 5-10(b) 
está no domínio da fregiiência. 


Motso) 
Vne 


Vla 
jiot+arð) 8 
lne Ilo-0 
(a) Domínio do tempo (b) Domínio da freqiiência 


Figura 5-10 


Problemas Resolvidos 


5.1 Mostrar a variação de X, e Xç com a frequência, representando graficamente 
cada uma delas em função de œ, numa faixa de 400 a 4000 radianos por 
segundo. Supor L = 40 mH e C = 25 pF. 


Nas expressões de X, = oL e Xo = 1/wC, dando-se a œ valores convenien- 
tes na faixa considerada, obtemos os valores de X, e X, tabulados na Fig. 
5-L(a). A Fig. 5-11(b) mostra as representações gráficas de X, e Xo- 


Qualquer circuito que contenha L ou C terá uma impedância que é uma 
função da frequência. Consegiientemente, qualquer diagrama de impe- 
dância, traçado para uma determinada fregiiência, só será válido nessa 
fregiiência específica. 
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X, (ohms) 


É 5.3 
| 
| 
(a) Xe (ohms) (b) 
Figura 5-11 
5.2 Dados v= 150 sen (5000t + 45") e i= 3 sen (5000t- 15°), construir os diagramas 
de fasores e da impedância e determinar as constantes do circuito. 
Os fasores têm valores absolutos iguais a 1/2 vezes os valores máximos. 
Portanto, 
v = 450 As = 106/451 =- 415° = 2,12 /-15° 
a Pa: 
e 
vV 106 /45° 3 
Dercos = 50/60º = 25 + j43,3 -4 
I 212/15 fo E 
vV 
J43,3 |. z 
45° 
-15° ; 
I 25 
Diagrama de fasores Diagrama de impedância 


Figura 5-12 


A corrente 
RL em sér 
constantes 


Dados v = « 
diagramas d 


u lan 


A corrente 
circuito RC. 
As constant 


Um circuito e 
[o ohms. De 
Impedância 
Da Fig. 5-14 
X; = 40 sen 


Logo, X, = 


dá 


00 4000 
4 


istruir os diagramas 
ircuito. 


valores máximos. 


dância 
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5.3 


A corrente está atrasada 60º em relação à tensão, o que indica um circuito 
RL em série. Então: @L = 43,3 ohms e L = 43,3/5000 = 86,6 mH. As 
constantes do circuito são R = 25 ohms e L = 86,6 mH. 


Dados v = 311 sen (2500t + 170°) e i = 15,5 sen (2500! — 1459), construir os 
diagramas de fasores e da impedância e determinar as constantes do circuito. 


811 15,5 


V= E [170° = 220 /170°, I= Wo [145º = 11 145º 


ge Vo CON o use A A 


I aif145 


145º 


Diagrama de fasores Diagrama de impedância 


Figura 5-13 


A corrente está adiantada 45º em relação à tensão, o que indica um 
circuito RC. Então, Xo = 1/0C = 14,14 ohms e C = 1/(14,14 x 2500) = 28,3uF. 
As constantes do circuito são R = 14,14 ohms e C = 28,3 uF. 


Um circuito em série de R = 20 ohms e L = 0,02 H tem uma impedância de 40 L 
/» ohms. Determinar o ângulo à e a frequência fem hertz. 

Impedância do circuito = 20 + JX, = 40 4. 

Da Fig. 5-14, 4 = arc cos 20/40 = 60º; então, 

X, = 40 sen 60º = 34,6 ohms 


34,6 
2x (0,02) 


x 
Logo, X, = oL = 2rfL Se = 275 Hz 
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5.5 


5.6 


Figura 5-14 


Em um circuito em série de R = 10 ohms e C = 50 LF, a tensão aplicada e a 
frequência são tais que a corrente está adiantada de 30°. Qual a mudança de 


frequência necessária para que a corrente fique avançada de 70°? 


Da Fig. 5-15, arc tg (— 30°) = —-Xgy10 =- 0,576 ou Xo = 5,76 ohms. Então, 


Xo = V2nf,C e 


1 


1 


f 


— 2mCXo, 2n (50 x 10% F) (5,76 ohms) 


Figura 5-15 


= 553 Hz 


Na nova freqüência fa a corrente deve estar adiantada 70°. Então, 


tg (— 70°) = — Xo/10 = — 2,74 ou Xc = 27,4 ohms e fyf, 


f/558 = 5,76/27,4e f = 116 Hz. 


= XoXo; 


Como Xç varia inversamente com q, o circuito RC tem maior ângulo de 
fase quanto mais baixa a frequência. 


Sendo f = 500 Hz, determinar o elemento puro que, em série com R + 25 ohms, 
produza um atraso de 20° da corrente, em relação à tensão. Repetir para um 


avanço de 20”. 


5.7 


5.8 


Um ângulo « 
em série col 
ângulo de ay 


Para atrasc 
L=X,/2nf = 


Para avanço 
Pretende-se 1 


frequências d 
frequências. 


Na fregiiênc 
mesma man 
X; = 62,8 oh: 


Uma tensão v 
= 10 ohms e € 


tensão aplicada e a 
Qual a mudança de 
le 70°? 


5,76 ohms. Então, 


Hz 


tada 70º. Então, 
e fdfi = XoiXcy 


m maior ângulo de 


ie com R + 25 ohms, 
ão. Repetir para um 


e 
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5.7 


5.8 


A 


{25 


Figura 5-16 


Um ângulo de atraso de 20° exige que uma reatância indutiva X, esteja 
em série com R. À reatância capacitiva X, que proporciona o mesmo 
ângulo de avanço possui o mesmo valor ôhmico que X,. 


Para atraso da corrente: tg 20° = X,/25 ou X, = 9,1 ohms. Então: 
L=X,/2nf = 9,1/27 - 500 = 2,9 mH. 


Para avanço da corrente: C = 1 2n/X, = 1/27 - 500 - 9,1 = 35 uF. 


Pretende-se utilizar um circuito em série de R = 25 ohms e L = 0,01H nas 
frequências de 100,500 e 1000Hz. Achar a impedância Z em cada uma dessas 
frequências. 


Na frequência f = 100 Hz X, = 27/L = 2x - 100 - 0,01 = 6,28 ohms. Da 
mesma maneira, para f = 500 Hz, X, = 31,4 ohms e para f = 1000 Hz, 
X, = 62,8 ohms. Os valores correspondentes de Z estão na Fig. 5-17. 


Figura 5-17 


Uma tensão v = 500 cos (2500t — 20°) está aplicada a um circuito em série de R 
= 10 ohms e C = 40 pF. Achar a corrente i. 
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Xo = aC = 1/2 500 (40 X 108) = 10 ohms 


e a impedância complexa 


Z = 10 — j10 = 102 445° 


v 


Figura 5-18 


Convertendo-se a tensão para a notação de fasores, V = (500N9 120º. 
Então, 


-V _ (500/2) [20º 


I= = 25 25º 
Z (102) 445° tas 
I = 25 V2 cos (2500t + 25°) 


O diagrama de fasores da Fig. 5-18 mostra que a corrente I está avançada 
de 45º em relação à tensão e esse é o ângulo da impedância. 


5.9 Um circuito em série de R = 8 ohms e L = 0,02H tem uma tensão aplicada de v = 
283 sen (300t + 90"). Achar a corrente i. 


X, = @L = 300(0,02) = 6 ohms, Z = 8 +76 = 10/36,9º e 


V = (283//2)/90º = 200/90". Então, 


Es UR =20/58,1º e i= 202 sen (300t + 53,1) 


Figura 5-19 


5.10 Num circuito. 


5.11 


5.12 


em relação ê 
plexa, Z, do c 


Da Fig. 5-X 
28,4/2n(0,03 


Aimpedânci 


Um capacitor . 
A corrente res 
valor de R. 


Xo = U2nfC - 


Como o ângu 


A tensão v, =` 
ohmse L=0, 
30”) é aplicada 
diagramas de f 


(a) Com a ten 


V = (500N2 /-20º. 


ite I está avançada 
incia. 


nsão aplicada de v = 


3,19) 


TETE 


Impedância complexa e notação de fasores 105 


5.10 Num circuito em série de R = 5 ohms e L = 0,03H a corrente está atrasada de 80º 


5.11 


5.12 


em relação à tensão. Determinar a frequência da fonte e a impedância com- 
plexa, Z, do circuito. 


Da Fig. 5-20, X, = 5 tg 80º = 28,4 ohms. Como X, = 2rfL, f = X,/2aL = 
28,4/27(0,03) = 151Hz. 


A impedância complexa é Z = 5 + 28,4 = 28,8/80". 


Figura 5-20 


Um capacitor de 25 uF está em série com um resistor R na frequência de 60 Hz. 
A corrente resultante está avançada de 45° em relação à tensão. Determinar o 
valor de R. 


Xo = 1/2nfC = 1/27. 60(25 x 10º) = 106 ohms. 
Como o ângulo de fase é 45º, R = Xp = 106 ohms. 


Figura 5-21 


A tensão v, = 70,7 sen (200f + 30°) é aplicada a um circuito em série de R = 8 
ohms e L = 0,06 H. Posteriormente, uma segunda tensão, Vo = 70,7 sen (300t + 
30º) é aplicada no lugar da primeira. Achar í para cada fonte e construir os dois 
diagramas de fasores. 


(a) Com a tensão v,, 


nisana 
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X, = @L = 200(0,06) = 12 e Z, =R + jX; = 8 + j12 = 14,4/56,3º 
Como V; = (70,7N/2)/30º = 50/30º : 


y o 
= z= SOB L 347426,3 ei, = 842 (sen 200 - 26,3) | 
Zi 144/563º i 


(b) Com a tensão Vo 
X; = @L = 300(0,06) = 18 e Z, = 8 + j18 = 19,7/66º 
Como V, = 50/30", 


V, o 
EE E E i, = 254V7 sen (300t — 36°) 


5.14 Calcular a dif 
120º). Ver Fig. 


Diagrama de fasor, œ = 200 Diagrama de fasor, œ = 300 
Figura 5-22 à I = (507 
l 
5.13 Determinar a soma das correntes i = 14,14 sen (œt + 13,2') e h = 8,95 sen (œt + ; I, = (35,4 


121,6°), empregando fasores. Ver Fig. 5-23. 


I = (14,14/V2) 13,2º = 10/13,2º = 9,73 + j2,28 
I, = (8, 95/V2) /121,6° = 6,33 /121,6° = 3,32 + j5,39 Então, i, — iz 
5.15 Calcular a som 

e h = 32,6 ser 


I +I 


i+ L = 6,41 +j7,67 = 100° 


Então, i} + i, = 10 V2 sen (gt + 50°). 
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E 
1/56,3º | 


en 200ż — 26,39 


1(300t — 36° i 
Ê 


o 


Figura 5-24 


5.14 Calcular a diferença i — i sendo i = 50 cos (œt + 75°) e h = 35,4 cos (mt + 
120º). Ver Fig. 5-24. 


or, œ = 300 

I = (50/2) /5° =354/15º = 9,16 + 34,2 
eb=89sen(ot+ | L = (354/12) 120º = 25 /120° = — 12,5 + 21,7 

L - L = 21,7 + j12,5 = 25 80 

28 
39 Então, i — i, = 25 V2 cos (wt + 30°) 
= 5.15 Calcular a soma das três correntes j = 32,6 sen (wt— 145°), i = 32,6 sen (wt- 25°) 
67 = 10 50° e i = 32,6 sen (wt + 95°). 


L = (32,62) 145º = 29/-145º = — 18,8 - 13,19 e 
v,+v,=10 

L =(32,6N2)/25º -23/-25º = 20,8-)9,72 die 
Como sen x 


E 

i 
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f 

t 

| 

É 

i 

F 


I; = (32,62) /95° =23/95" =- 2 + j22,91 5.17 Exprimir cad. 


L x L $ L S O (zero) cada uma nun 


| V3=127,3co 
ess mak g É | Para podere 
Dentro dos limites de precisão da calculadora, a soma é nula. O diagrama | tènsões der 
de fasores da Fig. 5-25 mostra que as três correntes estão defasadas de | todas coms 
120° entre si, o que, por serem as amplitudes iguais, anula obviamente a i dais: 
soma. | j 
; E s V; = 127,3 s 
5.16 Determinar a soma das duas tensões v, = 126,5 sen (œt + 63,4) e V, = 44,7 cos 
{œt — 161,57. Exprimir a soma como função senoidal e, posteriormente, como A 
função co-senoidal. | V; = (2127 v2 
V, = (141,4 
V, = (127,84 
| V, = (852) 
| V; = (141,44 
Figura 5-25 | 
Convertendo vs, em função senoidal, 
Va = 44,7 sen (œt — 161,5º + 90º) = 44,7 sen (ot — 71,5). 
Então, 
V, = (1265/12) 63,4º = 89,5/68,4º = 40 + j80 
V, = (447/12) 471,5° = 31,6 -7L5 = 10 — j30 
Vi + V, = 50 + 550 = 502/45 Traçar os diag 
5.18 a 5.22. Dı 


tos em série de 


- nula. O diagrama 
'stão defasadas de 
nula obviamente a 


34)e v, = 44,7 cos 
»steriormente, como 


50V2 /45º 


nner emne ocre 


RTRS Espanca tp a a mt rr pai comer 
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e 
vı + vs = 100 sen (œt + 45º). 
Como sen x = cos (x — 90°), v, + va = 100 cos (œt — 45º). 


5.17 Exprimir cada uma das tensões a seguir em notação de fasores e representar 
cada uma num diagrama de fasores: v, = 212 sen (wt+ 45°), y = 141,4 sen (cot— 909), 
Va = 127,3 cos (mt + 30°), v, = 85 cos (wt— 45°) e v; = 141,4 sen (mt + 1809. 


Para poderem ser expressas como fasores em um mesmo diagrama, as 
tensões devem, antes, ser expressas todas como funções senoidais ou 
todas como funções co-senoidais. Passemos V, e V} para funções senoi- 
dais: 


Va = 127,3 sen (at + 1209; V} = 85 sen (œt + 45°). 
V, = (2122) /45º = 150/45" 

V, = (141,4N2 /-90º = 100 /-90º 

Vs = (127,8N2) /120º = 90 /120º 

V, = (85⁄2) /45° = 60/45" 

V, = (141,4N2) / 180° = 100 / 180° 


Problemas Propostos 


Traçar os diagramas de fasores e da impedância em cada um dos problemas 
5.18 a 5.22. Determinar, também, as constantes dos circuitos, admitindo circui- 
tos em série de dois elementos. 
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5.18 


5.19 


5.20 


5.21 


5.22 


5.23 


5.24 


5.25 


5.26 


5.27 


5.28 


v = 283 cos (800t + 150°), i= 11,3 cos (800t + 140º) 
Resp.: R = 24,6 Q; L = 5,43 mH 


v= 50 sen (2000t-— 25°), i= 8 sen (2000! + 5°). 
Resp.: R = 5,41 Q; C = 160 uF 


v= 10 cos (5000!- 160°), i= 1,333 cos (5000!-— 73,82°). 
Resp.: R = 0,5 Q; C = 26,7 uF 


v = 80 sen (1000t+ 45°), i = 8 cos (1000t— 90"). 
Resp.: R = 7,07 Q; L = 7,07 mH 


v = 424 cos (2000t + 30°), i = 28,3 cos (2000t + 83,2°). 
Resp.: R = 9 Q; C = 41,6 uF 


Um circuito em série tem R = 8 ohms e C 30 uF. Em que freqüência a corrente 
fica avançada de 30° em relação à tensão? 
Resp.: f= 1155 Hz. 


Um circuito RL em série tem L = 21,2 mH. Na freqüência de 60 Hz a corrente 
está atrasada de 53,1° em relação à tensão. Achar R. 
Resp.: R = 6 ohms. 


Em um circuito em série de dois elementos, a tensão é V = 240/0 e a 
corrente | = 50/-60". Determinar o fasor corrente que resultaria da mesma 
tensão aplicada, caso a resistência fosse reduzida para (a) 60%, (b) 30% de 
seu valor inicial. 


Resp.: (a) 54,7/-70,85", (b) 57,1 /-80,15°. 


A tensão e a corrente em um circuito série de dois elementos são, respectiva- 
mente, V = 150/-120' e | = 7,5/-90'. Que percentagem de variação da 
resistência acarretará uma corrente de 12 ampêres e qual o ângulo associado 
a essa corrente? 

Resp.: 56,8% de redução; /-66,8'. 


Um circuito em série RC, onde R = 10 ohms, tem para ângulo da impedância 
-45°, na frequência f = 500 Hz. Achar a frequência em que o valor absoluto da 
impedância é (a) duas vezes o que tem em f,, (b) metade do que tem em f. 
Resp.: (a) 189 Hz; (b) Impossível, pois o limite inferior de Z é 10 +j0. 


Um circuito RL em série em que R = 10 ohms tem 30° para ângulo da impedân- 
cia, na frequência f, = 100 Hz. Qual a frequência em que o valor absoluto da 
impedância é o dobro do que tem em f,? 

Resp.: 360 Hz. 


a cremes rea 


5.29 Num circuito 


530 


5.31 


5.32 


5.33 


5.34 


atrasada de 
Determinar « 
resultaria de 
Resp.: (a) O, 
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(1000t + 20º 
vez. Achar a 
Resp.:i,=8 


Em um circu 
rad/s, são: V 
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Resp.: 385 r: 
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um fasor cor 
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Determinar a : 
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de 60 Hz a corrente 
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5.29 Num circuito em série de dois elementos em que R = 5 ohms a corrente está 


530 


5.31 


5.32 


5.33 


5.34 


atrasada de 75' em relação à tensão aplicada, na frequência de 60 Hz. (a) 
Determinar o segundo elemento do circuito. (b) Achar o ângulo de fase que 
resultaria de um terceiro harmônico f = 180 Hz. 

Resp.: (a) 0,0496 H; (b) 0 = 84,88". 


Um circuito série consta de R = 5 ohms e C = 50 uF. As tensões v; = 170 cos 
(1000t + 20°) e v, = 170 cos (2000t + 20°) são aplicadas nele, uma de cada 
vez. Achar a corrente proveniente de cada fonte. 

Resp.: i = 8,25 cos (1000t + 95,95"); i = 15,2 cos (2000t + 83,4"). 


Em um circuito série de dois elementos, a tensão e a corrente, para œ = 2000 
rad/s, são: V = 150/45 e l = 4,74 /-116,6'. Uma segunda fonte acarreta um 
ângulo de 30° entre tensão e corrente. Determinar œ para essa segunda fonte. 
Resp.: 385 rad/s. 


Com relação ao Probl. 5.31, que variação na frequência da fonte acarretaria 
um fasor corrente de 6 ampères? Supondo uma variação ilimitada da frequên- 
cia, qual o máximo valor possível para a corrente? 

Resp.: 23,6% de redução em f 15,0 ampères. 


Determinar a soma das tensões v, = 50 sen (wt + 90°) e v, = 50 sen (wt + 30°), 
mostradas na Fig. 5-27. Que tensão seria lida em um voltímetro colocado nos 
dois terminais externos? 

Resp.: 86,6 sen (at + 60°); 61,2 volts. 


O 


Figura 5-27 


Determinar a soma das tensões v, = 35 sen (œt + 45°) e v, = 100 sen (mt — 30"), 
indicadas na Fig. 5-28. Supor o sentido positivo da soma coincidindo com o 
de v,- 

Resp.: 97 sen (mt + 129,6"). 
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i 5.39 Determinar 

: : 4 = 14,14 se 
v, | Resp.: 11,9 
(= )] 


Figura 5-28 


5.35 Repetir o Probi. 5.34 para v, em sentido oposto. 
Resp.: 114 sen (wt— 12,75”) 


5.40 Determinar 
15)ei= 1 


5.36 Determinar a leitura do voltímetro sobre o total das impedâncias mostradas na Resp.: ip= 0 


Fig. 5-29, sendo v, = 70,7 sen (œt + 30°), w = 28,3 sen (œt + 120°) e v} = 14,14 
cos (œt + 30°) as tensões nos terminais de cada uma. 
Resp.: 58,3 volts. 


541 NaFig.5-33 
sentido ali m 
Resp.:l,=2 


erre a 


Figura 5-29 


5.37 Na Fig..5-30, sendo v, = 31,6 cos (wt + 73,4') e v; = 20 cos (wt— 35°), achar V,. 
Resp.: v, = 42,4 cos (wt — 80"). 


| v, | Vs | 
ne SE L 
-= 


Figura 5-30 


5.38 Com relação ao Probl. 5.37, achar as leituras de um voltímetro aplicado a cada 
uma das impedâncias e ao conjunto. Como explicar esses resultados? 
Resp.: V; = 30; V, = 22,4; V; = 14,14 volts. 


.ncias mostradas na 
+ 120) e v3 = 14,14 


(mt - 359, achar v}. 


ətro aplicado a cada 
esultados? 
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5.39 Determinar a indicação do amperímetro na Fig. 5-31, sendo as duas correntes 
- 4 = 14,14 sen {wt— 20°) e i = 7,07 sen {wt + 60°). 
Resp.: 11,9 ampères. 


Figura 5-31 
5.40 Determinar i; na Fig. 5-32, sendo i, = 14,14 sen (wt + 45°), i = 14,14 sen (œt — 
75°) e à; = 14,14 sen (wt— 195°). 
Resp.: i,= 0. 


Figura 5-32 
Na Fig. 5-33, sendo |, = 25 /70' e l, = 25 /-170', achar o fasor corrente |, com 


sentido ali mostrado. 


Resp.: |, = 25 50º. 


5.41 


TAMBET AARTI 
raene ro sa 


Capítulo 6 


$ 


MAKRON CIRCUITOS EM SÉRIE 
E EM PARALELO 


Introdução 


Em geral, um circuito contém elementos em série e em paralelo. Neste 
capítulo, entretanto, os circuitos em série e em paralelo serão considerados 
separadamente, para que se mostrem os diferentes métodos de análise. Os 


problemas deste capítulo e de outros incluirão circuitos com combinações em 
série e em paralelo. 


Circuito em Série 


A Fig. 6-1 mostra um circuito em série constituído de uma fonte de 
tensão e três impedâncias. A fonte é suposta constante e é uma elevação de 
potencial. O fasor corrente I estabelece uma tensão nos terminais de cada 
impedância porque passa; são as quedas de potencial. A lei de Kirchhoff para as 
tensões estabelece que a soma das elevações de potencial é igual à soma das 
quedas de potencial, ao longo de qualquer circuito fechado. Com ela, pode ser 
solucionado o problema do circuito em série. 


V=V, +V +V; =Z1+ Z4 -+Z = (Z, +Z, +Z) = 
= Zed donde I = V/Z e Za = Z +Z, + Z, 
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Elevação de Potencial Queda de Potencial 


Figura 6-1 Circuito em série. 


A queda de tensão em uma impedância é dada pelo produto do fasor 
corrente I pela impedância complexa Z. Portanto, no circuito da Fig. 6-1, 
V, = IZ, V, = IZ, e V} = IZ}. A seta estabelece um sentido de referência para 
essas tensões e aponta para o terminal por onde entra o fasor corrente I. 


A impedância equivalente Zay para qualquer número de impedâncias 
em série, é igual à soma das impedâncias individuais, Z = Z +Z, +Z, +.. 
Essas impedâncias são números complexos e a soma indicada é efetuada com 
cada impedância expressa na forma retangular. 


Exemplo 1. No circuito em série da Fig. 6-2, achar I e Z _. Mostrar que 
a soma das quedas de tensão é igual à tensão aplicada (fasor). 


Zo = Z; + Zg + Z} = 4 + j3 —j6 
= 4- j3 = 5/-36,9° 


r= = 00. ope 
a 54369 


Figura 6-2 
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Então, V, = IZ, = 20/86,9º (4) = 80/36,9º, V, = 60/126,9º, V} = 120/-53,1º 
e V} + V, + V3 = (64 + j48) + (-86 +48) + (72-96) = 100 +j0=V 


como está demonstrado graficamente no diagrama dos fasores da Fig. 
6-3(c). 


I 
7 36,9° v 
Poyasi V = 100/0º 
(a) Diagrama da (b) Diagrama dos (e) Diagrama dos 
impedância fasores Vel fasores de tensão 


Figura 6-3 


Aimpedância equivalente é capacitiva, acarretando uma corrente I avan- 
çada de 36,9”, ângulo da impedância, em relação à V, como mostra a Fig. 
6-3(b). Observe -se que V, queda de tensão no resistor puro, está em fase 
com a corrente. A corrente I está atrasada de 90º em relação à V, e 
avançada de 90º em relação à Vo: 


Se fosse colocado um voltímetro nos terminais da cada uma das impedân- 
cias Z,, Z, e Z,, suas leituras seriam, respectivamente, 80, 60 e 120 volts. 


Poderia parecer que a tensão total era 260 volts; entretanto, o medidor 
indicaria 100 volts, ao ser colocado nos terminais do conjunto das três. 
Convém lembrar que, na análise senoidal estacionária, todas as tensões e 
correntes são fasores e, como tais, devem ser somadas vetorialmente. 


Circuito em Paralelo 


Na Fig. 6-4(a) uma única fonte de tensão está aplicada a três impedân- 


cias ligadas em paralelo. O circuito foi representado novamente na Fig. 6-4(b) 
para salientar o fato de que a fonte e as três impedâncias têm dois terminais 
comuns (nós). Em um desses nós aplica-se a lei de Kirchhoff para as correntes, 
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ou seja, a soma das correntes que chegam a um nó é igual à soma das correntes 
que dele saem. 


>i 


(a) b) 


Figura 6-4 Circuito em paralelo. 


O potencial constante da fonte aparece diretamente nos terminais de 
cada uma das impedâncias em paralelo. As correntes de cada braço podem, 
portanto, ser calculadas independentemente. 

I=1,+1,+1,=V/Z, + V/Z, + V/Z = VOZ, + 1/Z, + 1/25) = V/Z oa 

Então, L= VIZ e VZ =(1/Z, + VZ, + 1/Z,5) 


Portanto, a impedância equivalente a qualquer número de impedân- 
cias em paralelo é 


VZ. = VZ, + VZ, + VZ, +... 


Exemplo 2. Achar a corrente total e a impedância equivalente do circuito 
em paralelo da Fig.6-5, traçando o diagrama de fasores. 


E: TEM Es 
e | 10 | E Ro 
T 


Figura 6-5 


L =L+L +L 


_ 50% 50/0 


i 50 0° 
10 5 /53,1º 


10 436,9° 
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e calculando as du; 


= 15 -j5 = 15,8/-18,45º 
Logo, Z, = VA = (50/0)/(15,8/-18,45") = 3,16/18,45° = 3 + j1 


L = 50/0º /10 = 5/0", L = 10/-583,1º, E, = 5/36,9º 


V 
18,45° 
I 


(a) Diagrama dos fasores (b) Soma dos fasores (e) Circuito equivalente 
Vel das correntes 


Admitância 


O inverso 
Como Z = V/A, Y = 
admitância é muitc 


Figura 6-6 A 


Circuito Paralelo de Dois Ramos 


O caso particular de duas impedâncias em paralelo ocorre fregien- 
temente na prática e, por isso, será melhor examinando. Na Fig. 6-7(a) a tensão 
V está aplicada às impedâncias Z, e Z, em paralelo. A impedância equivalente 
é obtida de VZa = VZ, + 1/Z, ou La =Z, 2/4, + Z3). 


Portanto, a admitã 


(b) e paralelo é igual à sc 
V PE EAA Na forma 1 
“TAL, indutiva, X 1 = 0L, € 


Da mesma 
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e calculando as duas correntes nos ramos 


L-=I Za I 2i 
pe dE i ae EE, e jra EPE Er E CESP 
1 T Z +Z =h Z +Z 


Admitância 


O inverso do complexo impedância é o complexo admitância Y = 1/Z. 
Como Z = VA, Y = V/V. Y é expressa em siemens (S) ou mhos. O conceito de 
admitância é muito conveniente em circuitos paralelos, como mostra a Fig. 6-8. 


Figura 6-8 


=L +L +1 =YV + Y,V + Y,V 
= (Y, +Y; +Y V =V V 
e Va = Yı + Y, + Y; 


Portanto, a admitância equivalente de qualquer número de admitâncias em 
paralelo é igual à soma das admitâncias individuais. 


Na forma retangular, Z = R + jX. O sinal positivo indica reatância 
indutiva, X. 1 = QL, e o sinal negativo significa reatância capacitiva, X c= Voc. 


Da mesma forma Y = G + jB, onde G se chama condutância e B se 
chama susceptância. O sinal positivo indica susceptância capacitiva, Bo en- 
quanto o negativo significa susceptância indutiva, B Le 


* N.R. A condutância e a susceptância são também expressas em siemens ou mhos. 


120 Circuitos Elétricos 


Consideremos um fasor tensão V, geral, e a corrente resultante I. A 
corrente I pode estar adiantada, atrasada ou em fase com V; porém, em 
nenhuma hipótese o ângulo entre elas pode exceder 90º. Conseguentemente, 


três casos podem ocorrer. 


1º Caso. Os fasores tensão e corrente estão em fase (Fig. 6-9). 


Impedância 
y~ Z-V} Ih = Z/0 =R 
I 
ọ Z R 
V=V/ġ, I-I A impedância do cir- 


cuito é uma resistên- 
cia pura de R ohms. 


Figura 6-9a 


2° Caso. O fasor corrente está atrasado de um ângulo de 6 em relação à 


tensão. (fig.6-10). 


Admitância 


Y=IbIVh=-YWO=G 


Y G 


A admitância do cir- 
cuito é uma condutân- 
cia pura de G mhos. 


V = V, I = I9 
Impedância Admistância 
Z = V/ọ / I/¢8 Y = Ij / Vj 
=Z/0=R+j;X, = Y/ = G - jB, 
Z jXe Y JB, 


A impedância do circuito 
consta de uma resistência e 
uma reatância indutiva em 
série. 


Figura 6-10 


A admitância do circuito 
consta de uma condutância e 
uma susceptância indutiva em 
paralelo. 
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3º Caso. O fasor corrente está avançado de um ângulo de 0 em relação à 
tensão. (Fig.6-11). 


Impedância Admitância 
Z = V/b / I/q+0 Y = Ij¢+0 / V/o 
= Z/9 = R - JX, = Y/ð = G + jB 
Z É [> JÃo Y G Bç 
V= Vo, I=1I9+068 A impedância do circuito A admitância do circui 
1 fd vonste dE pesa resistência nata deana So nldtaa: 
e uma reatância capacitiva cia e uma susceptância ca- 
em série. pacitada em paralelo. 
Figura 6-11 


Conversão Z — Y 


A conversão de Z em Y e vice-versa torna-se simples com o emprego da 
forma polar, já que Y = 1/Z. Entretanto, vez por outra, haverá necessidade de se 
trabalhar com as relações entre as componentes na forma retangular, como a 
seguir. 


Y=1/Z Z=1Y 
DRE a ps 1 EB 
G + jB R+X R£ BOE e D G2 + B2 
R -X G -B 
m = —— B= — NUS Ea 
Ra RE PG ne G + B 


Exemplo 3. Dado Z = 3 + j4, achar a admitância equivalente Y. 


Y = 1/Z = 1/5658,1' =0,2/-53,1º = 0,12 — j0,16 
donde a condutância G = 0,12 mhos e a susceptância indutiva B = 0,16 mhos. 
Outro método 


-G = RR? + X?) = 3⁄9 + 16) = 0,12 
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B = -XKR? + X?) = —4/25 = — 0,16 
logo Y = 0,12 — j0,16. 
Problemas Resolvidos 
6.1 As duas impedâncias Z, e Z, da Fig. 6-12 estão em série com uma fonte de 


tensão V = 100/0". Achar a tensão nos terminais de cada impedância e traçar 
o diagrama dos fasores de tensão. 


4,47/63,4º 


Figura 6-12 


` 


Zea = Z1 + Zo = 10 + (2 + j4) = 12 + j4 = 12,65/18,45' e I= = 


eq 


100 /0º 
— É = 79/ 18,45. Então, 
12,65 /18,45º [1845 


V, = IZ} = 7,9418,45°(10) = 794-18,45° = 74,9 — j25 
V, = IZ, = (7,9/-18,45º) (4,47/63,4º = 35,3/45° = 25 + j25 


Verifica-se que V, + Vo = (74,9 — J25) + (25 + J25) = 99,9 + j0 = 100/0º = V, 
como mostra graficamente o diagrama da Fig. 6-13. 


Figura 6-13 
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6.2 Calcular a impedância Z, do circuito em série da Fig. 6-14. 


1=2,5/-15º 
— 


Z, 
50/45° 
Figura 6-14 
No circuito dado, Z, = y z ao = 
a I ass 


20/60º = 10 +,717,8. Como Lea =Z, +Z, 
10 +j17,3 = (5 +98) + Z e Z, = 5 +J9,3 
6.3 Na frequência œ = 400 rad/s a corrente está avançada de 63,4”, no circuito da 


Fig. 6-15. Achar R e a tensão em cada elemento de circuito. Traçar o diagrama 
dos fasores de tensão. 


Figura 6-15 


X, = L = 400(25 x 10%) = 10 ohms, Xo = VwC = 1/400(50 x 10) = 50 ohms 
eZ=R+jX, -X)=-R —-j40. Também, Z = Z/-63,4º. Como tg (-63,4º) = 
(X, -XçYR,R = — 40(tg — 63,4) = 20 ohms. 


Aimpedância Z = 20 — J40 = 44,7/-63,4º e a corrente 


pv E SO a [63,4º. Então, 


Z MTL 4 
Vp = 53,6/63,4°, V, = 26,8/153,4º e Vo = 134/-26,6º 
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O diagrama de fasores de Fig. 6-16 mostra que Vg + V + Vo= V. 
V=120/0º 
Figura 6-16 
6.4 Determinaram-se as constantes R e L de uma bobina colocando-a em série com 


um resistor padrão de 10 ohms e lendo as tensões nos terminais de R, da 
bobina e do circuito em série completo. Quais os valores de Re L para as 
seguintes leituras de tensão em 60 Hz: Vas = 20; Vpop = 22,4 volts e V, = 36 volts? 


Atensão V, e a corrente I estão em fase. Seja Vp, = 20/º; então: I= VadR = 
=2/0º. 

Na Fig. 6-17, do início de Va. traçamos um arco de raio 36 e da extremi- 
dade de Vp, traçamos um arco de raio 22,4. A interseção dos dois arcos é 


a extremidade dos fasores Vr e Vpop Satisfazendo, portanto a igualdade 
Vr = Vas + Vi: 


Determinamos o ângulo do fasor V, aplicando a lei dos co-senos. 


(86)? + (20)2 — (22,4)? 
2(36)(20) 


cos à = = 0,831, a=33,7 


Então, V,. = 36/33,7º = 30 + j20 e Vhob = Vr- Vgs = 10 +20 = 22,4/63,4º. 
Aimpedância da bobina é 

Zrob = Vbopf = (10 +720)2 = 5 + 710, donde R = 5 ohms. 
Para f = 60 Hz, X, = 2nfL = 27(60)L = 10 e L = 26,5 mH. 


rep renamen aane ar é sete é 


encima Mesa meg em gera rim ei pa e 


6.5 


Calcular as c 
6-18. Traçar c 
Z,Z/(Z; + Z2) 


Z =3-jł= 
V 

I Der Es p= A 

=Z 
VvV 5 

I = 2o 
V 

Za > Lo 


ido-a em série com 
arminais de R, da 
de Re L para as 
lts e V, = 36 volts? 


então: I= Vp R = 


1 36 e da extremi- 
io dos dois arcos é 
tanto a igualdade 


co-senos. 


+ J20 = 22,4/69,4º. 


tener re a eme rr 


re Tr pe separe atom ram 


nomear eng quos 


É 
E 
! 
i 
E 
f 
É 
f 
i 
Ê 
i 
H 
: 
f 
r 
| 
l 
l 
é 
É 
| 
f 
| 
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6.5 


Vr,=20/0" 


Figura 6-17 


Calcular as correntes nos ramos e a corrente total no circuito paralelo da Fig. 
6-18. Traçar o diagrama de fasores. Achar Z,, a partir de V/I, e comparar com 


Z2A2Z, + 2). 


Figura 6-18 


Z,=3-j4=5/[53,1'e Z, = 10. Então, 


AAA = 10 53,1° = 6 + j8 
1 Z, 5453,1 4 
qe E 


I= + L =11+j8 


V 50 /0º 5 
Z => = = 867/36, Z 
Ip 13,6/86 


= 13,6/ 36° 


ZZ, 


— 5453r 0 


a Z, +Z, (8 -Jj4) +10 
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= -50 /53,1° = 3,67 -36' (resultados idênticos) 


13,6 /-17,1º 


O diagrama de fasores está representado na Fig.6-19. 


Figura 6-19 


6.6 Determinar a corrente em cada elemento do circuito em série-paralelo da Fig. 


6-20. 
100/0"() S 
Figura 6-20 
= 10 = ŠO _ 2 = o 
Zaq = 10 = g} ng” l4 +2 I 1414814 e 
I E = 7,07 [8,14º. Então, 


To Za WM/814 


Lo = L = 7,07/8,14º 


L, = L = 7,07/-8,14º 


Re rm rr rm mem pe perereca 


RD O O pr e rr rm E A aa 


D 
~ 


Os valores 
respectivame 
nhecidas R € 


Aplicando a 
tensão aplic 
Existindo u 
aplicada. Er 
se a Fig. 6-2 


(15 
cos q = = 


Do diagram 
Então, a ad 
J0,228. 


1 
di 0,195 


ticos) 


irie-paralelo da Fig. 


ENUNT ANO ETETEAREN Nanema er eee eR 


AATA AIETE 


ea mp pv 
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6.7 


5 s ê 

so = Ir (5251) 7,07 [814 T “o 6t -711,54 
J10 J10 A E 
L=L. Em E | 7,07 /-8,14° EO m = 6,32 /18,46 


Os valores eficazes das correntes l, l, e l} do circuito da Fig. 6-21 são, 
respectivamente, 18, 15 e 30 ampères. Determinar as impedâncias desco- 
nhecidas R e X,. 


Figura 6-21 


Aplicando a lei de Kirchhoff para as correntes, I, + L = L,. Em fase com a 
tensão aplicada V está L. Seja L = 15/0°; entao. V= 15/0 (4) = 60/0". 
Existindo uma reatância indutiva, I, está atrasada em relação à tensão 
aplicada. Empregando-se a mesma ConstRiciO usada no Probl. 6.4, traça- 
se a Fig. 6-22. Então, 


(5)? + (18)? — (30)? 
2(15X(18) 


cos o = =-—-0,65 e q = 130,5 


Do diagrama, 1, = 18/-49,5º. Então, Z, = ¥ = LL. 3,33 49,5". 
L 18/495 

Então, a admitância complexa Y, = 1/R + 1X, = 1/3,33/49,5' = 0,195 — 

10,298. 


l = 5,13 obms e X 2 


Daz 0,195 LO 0,228 


= 4,39 ohms 
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L=15 0" V 


Figura 6-22 


6.8 O valor eficaz da corrente no circuito em série da Fig. 6-23 é 5 ampères. Quais 
são as leituras em um voltímetro ligado, primeiro nos terminais do circuito e, 
depois, nos terminais de cada elemento? 


000 
2 j4 “e 
Figura 6-23 
Zeq = 2 + j4 — j6 = 2,83/-45º. Portanto, 
Vy = (2,83X5) = 14,14 V Va = (4X5) = 20 V 
Vo = (2X5) = 10 V Vje = (6X5) = 30 V 


O diagrama dos fasores, Fig. 6-24, mostra a soma dos fasores tensão nos 
terminais de cada elemento. 


Referência 
Intensidade 


espe ii — ARRETE 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
f 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
l} 


6.9 


A leitura do 
Fig. 6-25 é « 


I, = 45/3 = 
L = 15/0.: 
el, = 63,6/ 
Então, 

L=L+1, 
= 19,65 - j] 
A leitura de 


No circuito € 
paralelo do c 


go 
Ze 20 + 


Como 


V-IZ eï 
111,5 volts 
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6.9 A leitura do voltímetro nos terminais do resistor de 3 ohms do circuito paralelo da 
Fig. 6-25 é 45 volts. Qual é a indicação do amperímetro ? 


I, = 45/3 = 15 amp. Supondo um ângulo de 0º, 

L = 15/0º. Logo, V = 15/0º (3 —j3) = 63,6/45º 

el, = 63,6/45'45 + j2) = 11,8/66,8º = 4,65 — 10,85 
Então, 


L= L + L (4,65 -710,85) + 15 
á 5 ampères. Quais 


rnais do circuito e, = 19,65 — [10,85 = 22,4/-29º 


A leitura do amperímetro é 22,4 ampères. 


EE 


Figura 6-25 


6.10 No circuito em série-paralelo da Fig. 6-26 o valor eficaz da tensão, no trecho 
paralelo do circuito, é 50 volts. Calcular o valor correspondente de V. 


“asores tensão nos 


— (@0+j60y6 _ o ; 
Z, = 20 + J60 + j6 ` 5,52 /88,45° = 0,149 + j5,52 


Como 


£ 

$ — 
| V= A Vi Š IZ V/Z, =V/ Zog Logo, V = V Zep = 50(12,3/5,52) = 
: 111,5 volts 
f 
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. Y,=0,25 
: Z =Y, 
Figura 6-26 É 
6.11 Calcular a impedância equivalente e a corrente total do circuito em paralelo da 
Fig. 6-27. 
Outro método 
i Ir = L +1 
donde Į; : 
Figura 6-27 
Y,=1j5 =-j0,2 
EN 4 ; 6.13 Dado o dia 
Y, = 1/10/60" = 0,05 — j0,0866 cia equival 
Y4=1/15 = 0,067 : fra pediria 
Y, = 1⁄-j10 = j0,1 , Z = y E 
Ya = 0,117 — j0,1866 = 0,22/-58' i 
| = 4 
Então, Ip = VY. = (150/45°X(0,22/-58°) = 38/-13' e Z,, = 1/Y,„ = : = 2 
= 1/(0,22/-58º) = 4,55/58º v, 
; 1 
6.12 Determinar a impedância Z, do circuito em paralelo da Fig. 6-28. 
; 30° 
I 5 /24º E 
Adimtandia do carona = T- Sb A 0,63 36º = 0,51 — j0,37. T 
a NV 50/60 3 


Como Y, = Y, + Y, + Y, = Y, + (0,1) + (0,16 — j0,12) = 0,51 50,37, 


uito em paralelo da 


dg, 


=0,51 70,87. 


0,51 — j0,37, 
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Y, = 0,25 — j0,25 = 0,25 V2 /45°. Logo, 


Z, = VY, = 2 V2 45 =2 + j2 


1=31,5/24º É 
| 50/60" A 10 
33 
Figura 6-28 
Outro método 
50 /60 50 [60 - 31,5 224°, 


6.13 


= +L +i =I + 


+ 
10 5 /36,9º 
donde I, = 17,7/15°. Logo, 
AE a Suco = W2 /45° = 2 + j2. 
L 177/5 


Dado o diagrama de fasores da Fig. 6-29, determinar a impedância e a admitân- 
cia equivalentes que a ele correspondem. 


Impedância equivalente Admitância equivalente 


z- V _ 12045 z- Y 345 

I ais I 12080 

= 40/45º = 0,025/-45º 

= 28,3 + j28,3 = 0,0177 — j0,0177 
V 

120 
30° pe 

-15° 


O JB 
S -0,0177 


Figura 6-29 


132 


Circuitos Elétricos 


6.14 Dado o circuito em série-paralelo da Fig. 6-30, determinar Zeq € Yog: 


6.15 


Figura 6-30 


Calcula-se, primeiro, a admitância equivalente dos três ramos em parale- 
lo, que, em seguida, é convertida em impedância. 


à Aa l + 1 + ! 
Pa 5 J2 54531 


= 0,32 — j0,34 = 0,467 /— 46,7º 


Zeg = VYpeg = 2,14/46,7º = 1,47 471,56 
Logo, Leg (2 +75) + (1,47 + 71,56) = 3,47 + 6,56 = 7,42/62,1º 


Va = 1/7,42/62,1') = 0,135/-62,1º = 0,063 — 0,119 


Converter o circuito em série-paralelo do Probi. 6.14 em dois circuitos equivalen- 
tes que contenham, respectivamente, Zoa € Yog 


Achar as correntes, supondo-se aplicada uma tensão V = 120/0º a cada 
circuito. 


ræ 


I 


A G = B, = 
120/0: | 0,063 50,119 


Figura 6-31 


ron presa IENEN OTE E 


TT it tr a o Pa ca ma tr me r 


rrenan 


6.16 


(a) Z = 7,42 
p= VI 
Z 749 


Às correntes 
correntes eql 


Como as adr 
Y, =Y ou E 
Igualando as 
Ei a é 
R, RJ = 
donde R, =h 


6.17 Determinar ai 


e Yog 


ramos em parale- 


i = 7,42/62,1° 
- j0,119 


circuitos equivalen- 


V = 120/0º a cada 


6.16 
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(a) Z = 7,42/62,1º (b) Y = 0,135/-62,1º 


-V-20 _ 16,2/-621 I = VY = (120 /0°) (0,135 462,19 


“Z 7,42/62,1 


= 16,2 4- 62,1° 


As correntes de uma bobina são, em série, chamadas de R, e L,. Determinar as 
correntes equivalentes em paralelo, R, e L,, em termos de R, e L,- 


Como as admitâncias dos dois circuitos da Fig. 6-32 devem ser iguais, 


R. - jol 
LGoup+ po RÃ 
P J P s T JORN, E) + (0 s) 
R, 
o 
<> 
L, 
Figura 6-32 


Igualando as partes reais e as partes imaginárias: 


1 ço, R; e 1 n -joL; 
R, RÈ +L} — jo, RF +0 


x E 2 
donde R, =R, + (0L )/R, e L,=L,+ R?/@L 


6.17 Determinar a impedância equivalente do circuito em série-paralelo da Fig. 6-33. 


ERR (R, + jobR, (RR, + joLR) UR, + Rj) — jol] 
q À Ry +R +joL 1 (R, + R + (OL) 


j RRR, + R$) + 02L2R, + joLRAR, + R$) — jaL(R Ry) 


SRi (R, + R$) + (OL? 
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E R (R2 + RR, + 21?) me oLR? 
š R + R$? + (OL? (R, + Rj)? + (OL? 
= Rog + job, 
R, 
R, 
LS 
Figura 6-33 


6.18 O primeiro ramo do circuito em paralelo da Fig. 6-34 contém dois resistores R 
iguais, em série, e no segundo existe um resistor R, em série com uma indutân- 
cia variável L. Mostrar como varia, em função de L, a tensão entre Ae B. 


Figura 6-34 


No primeiro ramo da corrente L, = V/2R a diferença de potencial do 


resistor de baixo é I R = i V. 


No segundo ramo, a corrente Ip = VAR, + JoL) e a d.d.p. na indutância é 


IpjoL = (R, + JoL) GaL) 


amen tremer 


6.19 


Como as pol: 
Vas = LR- 
Racionalizar 


ta 


A expressão 
forma polar, 


& 
II 


arc tg 


Kalal 


= arctg — 
g TE 
Portanto, o v 


tg 2x = (2 tg. 
impedância « 


Na Fig. 6-36, di 
a diferença de | 
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Como as polaridades são as da Fig. 6-35, 


= vV 
(R, + JoL) 


V p = LR - GoL) = iv GaL) 


Racionalizando e separando os termos real e imaginário, temos: 
272 oLR 
VaB FEV. — p2 2L v a 2 E 2 
2 FÈ + (aL) Rj + (oL) 


A expressão entre colchetes é um número complexo que, convertido à 
forma polar, tem valor absoluto r e ângulo q. 


2 2 
Lo oL? oLR, a 
2 R+ (ol? R? +(oL2| 2 
 oLR AR? + (oL)?] — 20LR, 
im dois resistores R 4 = arc tg I Sarete ao ale 
ie com uma indutân- > — @L?/R? + (aL)}?] Rj — (oL) 
2 1 
ventre Ae B. 
— 2(0L/R,) 
= tor e 
STETE (L/R)? 


Portanto, o valor absoluto de V} g é constante, i.e., Vas = 3V: e como 


tg 2x = (2 tg ©/(1 — tg? x) e @L/R = tg 9, p = — 20, onde 8 é o ângulo da 
impedância complexa do segundo ramo. 


:a de potencial do 


Figura 6-35 


p. na indutância é 


6.19 Na Fig. 6-36, duas malhas ativas são ligadas por um resistor de 10 ohms. Achar 
a diferença de potencial entre A e B. 
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Da Fig. 6-36 temos 


— 100º 3 
4 3-j4 5 /-53,1º 


10 /0° 10 /0° E 
I, = jo = a = 2 -53,1 


3 + j4 5 /53,1º 


Figura 6-36 


Para determinar Vas é necessário que se conheçam as tensões nos termi- 
nais de cada um dos elementos da Fig. 6-37. Considerando as polaridades 


corretas, temos 


Vax =- LOJ4) = — 2/83,1° (-j4) = 86,9 = — 7,94 + j0,96 


Vyy O (não passa corrente no resistor de 10 ohms) 


Vyr = VoVD) =—-2/-53,1º(74) = 8/36,9'= 6,4 + 4,8 


Logo,  Vap=VaxtVw+Vyp =-1,54+/5,76=5,95/105º 


| já | 10 TA 
Bs + Y X ANSA 


Figura 6-37 


6.20 A corrente total do circuito em paralelo da Fig. 6-38 é |, = 18 


a diferença de potencial entre os pontos A e B. 


[45°. Determinar 


Da Fig. 6-38, 


4 
l; = 1, z 
As tensões nz 
93,2/120º e V 


A Fig. 6-39 ; 
polaridades i1 


Vas = (98,2/1 


Determinar a ir 
ponte da Fig. 6- 


A combinação 
paralelo de Z, 


ZZ 


1 


tensões nos termi- 
ido as polaridades 


+ 0,96 


= 5,95/105º 


18/45". Determinar 
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6.21 


Figura 6-38 


Da Fig. 6-38, temos 


— — M — Ea Jo — ka 


Z 
Es EEAS gre Se ef 30 14. o 
I; = niz +Z, | = 18/45 [5 E) = 17,5/80 


As tensões na resistência de 20 ohms e na reatância j6 são Voo = (20) = 
93,2/120º e Vi = 1,06) = 105/ 120º, respectivamente. 


A Fig. 6-39 mostra que as duas tensões podem ser somadas com as 
polaridades indicadas. Então, 


V ¿g = (93,2/120") — (105/120º) = 11,8/-60º 


A B 


Figura 6-39 
Determinar a impedância equivalente entre os terminais A e B o circuito em 
ponte da Fig. 6-40. 


A combinação de Z} e Z, em paralelo está em série com a combinação 
paralelo de Z, e Z,. Então, 


o ZZ ZZ; 
“a — Z +Z, Z + Z 
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500 (2000 /-80º) x 250 /30° (1000) 
500 + 2000 430°  250/80º + 1000 


596 /4,05º 


Z,=2000/-30º 


Figura 6-40 


Problemas Propostos 


6.22 Calcular a tensão em cada impedância do circuito em série da Fig. 6-41. 
Mostrar num diagrama de fasores que a soma V} + V, + Va é igual à tensão 


“aplicada V = 100/0º. 


Resp.: 31,4/20,8'; 25,1/50,8'; 62,9/-29,2º. 


Figura 6-41 


6.23 Determinar a tensão V, aplicada ao circuito em série da Fig. 6-42, sabendo que 


é de 27/-10' volts a queda de tensão em Z.. 
Resp.: 126,5/-24,6'. 


6.24 


6.25 


6.26 


6.27 


Três impedãr 
de tensão de 
de tensão em 
Resp.:1=15 


Uma fonte de 
de R fixo e 

corrente é |: 
atrasada de : 
eficaz da corr 
Resp.: 6,25 a 


A queda de te 
15º. Determir 
Resp.: R=4 


Um circuito 
reatância inc 
impedância Z 
resultante? 
Resp.:Z = 1 


série da Fig. 6-41. 
Va é igual à tensão 


. 6-42, sabendo que 
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Z, Z, Z, 
3/45 1010 J5 


“l 


Figura 6-42 


6.24 Três impedâncias Z, = 5 + j, Z, = —j8 e Z} = 4 são ligadas em série a uma fonte 
de tensão desconhecida V. Determinar 1 e V, sendo 63,2/18,45° volts a queda 
de tensão em Z}. 


Resp.: | = 15,8/18,45"; V = 150/0". 


6.25 Uma fonte de tensão V = 25/180° é ligada a um circuito em série, constituído 
de Rfixo e X, variável. Colocada a reatância em um valor arbitrário, a 
corrente é 1 = 11,15/153,4'. Então, X, é ajustada de modo a tornar a corrente 
atrasada de 60° em relação à tensão. Nessa segunda hipótese, qual é o valor 
eficaz da corrente? 

Resp.: 6,25 ampères. 


6.26 A queda de tensão na reatância j2 do circuito em série da Fig. 6-43 é Vo= 13,04/ 
15°. Determinar Z. 
Resp.: R = 4 ohms; Xo = 15 ohms. 


V= 
120/-120' 


Figura 6-43 


reatância indutiva jX, = j4 ohms e uma terceira impedância Z. Qual é a 
impedância Z, sendo V = 50/45º a tensão aplicada e | = 11,2/108,4º a corrente 
resultante? 


6.27 Um circuito em série é constituído de uma resistência R = 1 ohm, uma 
Resp.:Z=1-j8. 

j 

i 
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6.28 


6.29 


6.30 


6.31 


6.32 


Um circuito em série de três elementos contém uma impedância L = 0,02 H. A 
tensão aplicada e a corrente resultante estão mostradas no diagrama da Fig. 
6-44. Quais são os outros dois elementos do circuito, sendo œ = 500 rad/s? 
Resp.: R=109;L=0,04H. 


69,5º 45 
I f 
Vv 6.33 Determinar a 
da 250 volts da Fig. 6-47. 
Resp.: 16/25 
Figura 6-44 


Calcular Z e | correspondentes ao diagrama de fasores da Fig. 6-45. 
Resp.: Z = 2 — j0,5; Y = 0,47 + /0,1175. 


25° 
I 
y 41,2 ; 
85 i 6.34 Determinar l- 
l comparar cor 
Figura 6-45 i Resp.: I,= 1 
É 


Para determinar a resistência R e a indutância L de uma bobina fazemos a 
ligação série da bobina com um resistor r = 25 ohms e uma fonte de 120 volts, 
60 Hz. Em seguida, medimos as tensões no resistor, V, = 70,8 volts e nos 
terminais da bobina Via, = 86 volts. Calcule Re L. 

Resp.: R = 5 ohms, L = 79,6 mH. 


a EAE EEE 


Uma combinação série de R e C está ligada em série com uma resistência de 15 
ohms. Aplicando-se ao conjunto uma fonte de 120 volts, 60 Hz, as tensões | 
eficazes nos terminais do conjunto RC e do resistor puro são, respectivamente, 
87,3 e 63,6 volts. Determinar Re C. 

Resp.: R = 5 ohms; C = 132,5 pF. 


6.35 A Fig. 6-49 r 
paralelo de d 
Resp.: Z, =2 


Determinar Zq € Yeg do circuito em paralelo de dois ramos mostrado na Fig. 
6-46. Calcular a corrente para cada circuito equivalente. 


Resp.: Zq = 18,6/7,15'; Yea = 0,0538/7,15'; 1, = 10,75/-7,15". 
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ância L = 0,02 H. A 
> diagrama da Fig. 
œ = 500 rad/s? 


200/0° 


ar 


Figura 6-46 


6.33 Determinar as correntes dos ramos e a corrente total do circuito em paralelo 
da Fig. 6-47. Construir o diagrama de fasores, mostrando L,, 1, e |. 


Resp.: 16/25"; 12/0"; 27,4/14,3". 


g. 6-45. 


Figura 6-47 


6.34 Determinar |; no circuito emparalelo da Fig. 6-48. Achar Z.q da relação Vil; e 
comparar com Z4 = Z,Z,;/(Z, + Z,). 
Resp.: |, = 17,9/42,4'; Zog = 5,59/-12,4º. 


bobina fazemos a 
fonte de 120 volis, 
= 70,8 volts e nos 


100/30º 


na resistência de 15 
60 Hz, as tensões 
2, respectivamente, 


Figura 6-48 


6.35 A Fig. 6-49 mostra o diagrama de fasores correspondente a um circuito em 
paraleto de dois ramos. Determinar as impedâncias dos ramos Z, e Z,. 
Resp.:Z, = 2,5 + 20; Z, = 15/-90'. 


s mostrado na Fig. 


15. 
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6.38 Determinar Y, 
gando admitã 


Resp.: Yaq =! 
150/4: 
Figura 6-49 
6.36 A tensão aplicada e as correntes em um circuito paralelo de dois ramos são as 
indicadas no diagrama de fasores da Fig. 6-50. Achar as impedâncias dos 6.39 Calcular Z,, € 
ramos, Z, e Z,. Resp.: Zeg = £ 


Resp.: Z, = 11,55 — J20; Z, = 27,6 + j11,75. 


6.40 Dados V = 50, 
Figura 6-50 Resp.: Z = 5/- 


6.37 Dados l; =2/-30' e l,= 4,47/33,4º, achar Z, na Fig. 6-51. 
Resp.: Z, = —j5. 


6.41 Determinar Z, 
Resp.: Z = 5/4 


Figura 6-51 
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6.38 Determinar Yoq € Zog do circuito de 4 ramos em paralelo da Fig. 6-52, empre- 
gando admitância. Calcular |, do circuito equivalente. 


Resp.: Yeq = 0,22/-58"; Zoq = 4,55/58'; 1, = 33/13". 


150/45º -j10 


Figura 6-52 


: dois ramos são as 


s impedâncias dos 6.39 Calcular Z,, € Yoq do circuito paralelo mostrado na Fig. 6-53. 


Resp.: Zeg = 2.87/27"; Yoq = 0,348/-27". 


Figura 6-53 


6.40 Dados V = 50/30' e |, = 27,9/57,8', determinar Z, na Fig. 6-54. 
Resp.: Z = 5/30". 


| 
| 


| Figura 6-54 


6.41 Determinar Z, na Fig. 6-55, conhecidos V = 100/90 e l} = 50,2/102,5'. 
Resp.: Z = 5/45". 


Z Ara F” 


Figura 6-55 
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6.42 Um conjunto série Re C está em paralelo com um resistor de 20 ohms. Aplicada ! 6.46 Determinar a 
ao circuito uma fonte de 60 Hz, a corrente total é 7,02 ampères, a corrente no 3 marca 45 volt: 
resistor de 20 ohms é 6 ampères e no ramo RC é 2,3 ampères. Determinar Re d Resp.: 18 amı 
C. 


Resp.: R = 15 ohms; C = 53,1 pF. 


6.43 Dada a Fig. 6-56, determinar R e X, sendo 29,9 ampères a corrente eficaz total, 
8 ampères a corrente em R e 22,3 ampères a corrente do conjunto RL em 
paralelo. 

Resp.: R = 5,8 ohms; X, = 14,5 ohms. 


6.47 Calcular a ten. 


Resp.: 25,2 vc 
Figura 6-56 l 6.48 O valor eficaz 
: valores corres 
6.44 Determinar a tensão Vg no circuito da Fig. 6-57. E E 
Resp.: 28,52/183,68'. Ri da 
Figura 6-57 

6.45 Um voltímetro colocado nos terminais do resistor de 3 ohms da Fig. 6-58 indica 6.49 Determinar o 1 
45 volts. Qual é a leitura do amperímetro? sendo de 50 vı 
Resp.: 19,4 ampéres. Resp.: 54,6 vo 

JU 

3 J3 


` Figura 6-58 


e 20 ohms. Aplicada 
ères, a corrente no 
res. Determinar Re 


corrente eficaz total, 
do conjunto RL em 


3 da Fig. 6-58 indica 


AT re a trees enem 
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6.46 Determinar a leitura do amperímetro da Fig. 6-59 sabendo que o voltímetro 
marca 45 volts nos terminais do resistor de 5 ohms. 
Resp.: 18 ampères. 


Figura 6-59 


6.47 Calcular a tensão eficaz entre os pontos A e B do circuito do Probl. 6.46. 
Resp.: 25,2 volts. 


6.48 O valor eficaz da tensão entre os pontos A e B da Fig. 6-60 é 25 volts. Achar os 
valores correspondentes de V e l}. Sugestão: Supor um valor conveniente para 
qualquer V e determinar V’ 4g correspondente. Depois: V/25 = V/Ve- 

Resp.: 54,3 volts; 14,2 ampères. 


Figura 6-60 


6.49 Determinar o valor eficaz da fonte de tensão, no circuito paralelo da Fig. 6-61, 
sendo de 50 volts a diferença de potencial entre A e B. 
Resp.: 54,6 volts. 
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Books 
Figura 6-61 
6.50 Reportando-se à Fig. 6-62, verificar que, para quaisquer valores de Re X, O 
valor eficaz de V,p é constante e igual a 50 volts. 
100 0º = 
Introdução 

Em divers 

Figura 6-62 tência. Por exempl 


potência à entrad 
transmissor de rác 


Se a tensi 
será, também, fun 
estrutura passiva. 
chama potência in 


alores de Re X, o 


| Capítulo 7 


MAKRON POTÊNCIA E CORREÇÃO DO 
FATOR DE POTÊNCIA 


Introdução 


Em diversos equipamentos elétricos, o maior interesse reside na po- 
tência. Por exemplo, temos interesse na potência gerada por um alternador, na 


potência à entrada de um motor elétrico ou na potência de saída de um 
transmissor de rádio ou de televisão. 


Se a tensão, na Fig. 7-1, for função do tempo, a corrente resultante 
será, também, função do tempo e sua amplitude dependerá dos elementos da 
estrutura passiva. O produto da tensão pela corrente, em qualquer instante, se 
chama potência instantânea e é dado por: 


p=ui 


v(t) ? | Circuito 
Passivo 


Figura 7-1 


147 


148 Circuitos Elétricos 


No caso i 
análogos, como m 


A potência p pode tomar valores positivos e negativos, dependendo do 
instante que se considere. Uma p positiva indica uma transferência de energia 
da fonte para a estrutura, ao passo que o valor negativo de p corresponde a uma 
transferência de energia da estrutura para a fonte. 


Potência em Regime Estacionário Senoidal - 
Potência Média (P) 


Consideremos o caso ideal em que a estrutura passiva consta apenas 
de um elemento indutivo e apliquemos a ela uma tensão senoidal da forma 
v = V sen qt. À corrente resultante terá a forma i = I sen (œt — 1/2). A potência 
em qualquer instante será: Se aplicar 
p = vi = Vap (sen qt) [sen (ot — n/2)] contenha resistên 
Como sen (wt — 1/2) = — cos œt e 2 sen x cos x = sen 2x, temos: 


RE A enbu Como sen 


O resultado acima está ilustrado na Fig. 7-2. Quando v e i são positi- 
vas, a potência p é positiva e a energia é fornecida da fonte para a indutância. 
Quando v ei são de sinais opostos, a potência é negativa e a energia retorna da A Fig. 7- 
indutância para a fonte. A potência tem uma fregiiência dupla da tensão da 
corrente. O valor médio da potência, indicado por P, é nulo para um ciclo 
completo. 


potência tem fregi 
é sempre positiva 


potência é P = 5 1 


Figura 7-2 Estrutura com L pura. 


os, dependendo do 
erência de energia 
orresponde a uma 


il — 


iva consta apenas 
senoidal da forma 
: — 1/2). A potência 


r, temos: 


do v e i são positi- 
sara a indutância. 
anergia retorna da 
upla da tensão da 
alo para um ciclo 
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No caso ideal de uma estrutura capacitiva pura obtêm-se resultados 
análogos, como mostra a Fig. 7-3. 


Figura 7-3 Estrutura com C pura. 


Se aplicarmos, agora, uma tensão v = V „ Sen œt a uma estrutura que só 
contenha resistência, a corrente será i = I m Sen mt e a potência correspondente 


pp 2 
p = vui = V fm sen” ot 


2 


Como senf x = ža — cos 2x), temos: 


p= ly I (1 — cos 20t) 


2 mm 


A Fig. 7-4 ilustra este resultado. Verifica-se que, também aqui, a 
potência tem fregiiência dupla da tensão ou da corrente. Além disso, a potência 
é sempre positiva e varia de zero ao valor máximo V n Im: O valor médio da 


a Rs 1 
potência é P = z V l: 


w2 2x 


Figura 7-4 Estrutura com R pura. 
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Finalmente consideremos o caso de um circuito passivo geral. Aplicada 
uma tensão senoidal v = Vm sen ot, teremos uma corrente resultante i = I m Sen 
(mt + 4). O ângulo de fase q será positivo ou negativo, dependendo do caráter 
capacitivo ou indutivo da estrutura. Então, 


p=uvi= V nim Sen œt sen (œt + 4) 
Como sen o sen B= > eos (a — P) — cos (a + BJ] e cos (~a) = cosa: 


p= TAA [cos é — cos (2ut + 4)] 


À potência instantânea p consta de um termo senoidal 1/2 V nfm COS 
(Qt + 4), cujo valor médio é zero, e de um termo constante 1/2 V afm COS d. Logo 
o valor médio de p é 


= iy I cosp = VI cos o 


TE) mm 


P 


onde V = Vo/N2 e L/N2 são os valores eficazes dos fasores V e I, respectiva- 
mente. 


O termo cos 4 é chamado fator de potência. O ângulo 4 é o ângulo entre 
V e Ie seu valor está sempre entre + 90º e 90”. Portanto, cos é e, consequente- 
mente, P são sempre positivos. Entretanto, para indicar o sinal de q, diz-se que 
um circuito indutivo, que tem a corrente atrasada em relação à tensão, tem um 
fator de potência atrasado. Num circuito capacitivo, a corrente está adiantada 
em relação à tensão; diz-se que ele tem um fator de potência adiantado. 


A potência média P pode também ser obtida da expressão 
T 
l f 
Ps T 4, pdt 


O wait (W) e o quilowatt (kW) = 1000 W são unidades usadas para a 
potência média. 


Potência Ap. 


O produtc 
N. A unidade N é. 
ampère (kVA) = 1( 


Potência Rec 


O produto 
Q. Sua unidade é c 
é o quilovolt-ampê 


o geral. Aplicada 
iltantei=T m Sen 
lendo do caráter 


= cos o: 


lal —1/2 V „Im Cos 
V nIm £98 4. Logo, 


: V e J, respectiva- 


4 é o ângulo entre 
4 e, consegiiente- 
al de d, diz-se que 
à tensão, tem um 
te está adiantada 
adiantado. 


2ssão 


des usadas para a 
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TO 2n'w ITO 


Potência Aparente (N) 


O produto VI chama-se potência aparente e representa-se pelo símbolo 
N. A unidade N é o volt-ampère (VA) e o seu múltiplo mais usado é o quilovolt- 
ampère (kVA) = 1000 VA. 


Potência Reativa (Q) 


O produto VI sen ọ chama-se potência reativa e indica-se pelo símbolo 
Q. Sua unidade é o volt-ampêre-reativo (VAR) e o seu múltiplo mais empregado 
é o quilovolt-ampêre-reativo (EVAR) = 1000 VAR. 
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Triângulo das Potências 


Às equações que exprimem as potências médias, aparente e reativa 
podem ser desenvolvidas geometricamente em um triângulo retângulo chama- 
do triângulo das potências. 


Dado um circuito indutivo, representa-se a corrente atrasada e a ten- 
são nos terminais, como mostra a Fig. 7-6(a), tomando V como referência. Na 
Fig. 7-6(b) representou-se a corrente com seus componentes em fase e em 
quadratura. A componente em fase está em fase com V e a componente em 
quadratura ou reativa é normal a V ou 90º fora de fase. Na Fig. 7-6(c) repetiu-se 
o diagrama, multiplicando I, I sen à e I cos 4 pelo valor eficaz da tensão, V. 
Tem-se: 


Potência média P = tensão x componente em fase da corrente = VI cos q 
Potência aparente* N = tensão x corrente = VI 


Potência reativa Q = tensão x componente em quadratura da corrente = VI sen 4 


I cos 4 P=VI cos 4 


Vv 


Q = VI sen ọ 
Atrasado 


(a) 
(b) (e) 
Figura 7-6 Triângulo das potências, carga indutiva. 
Procedimento semelhante pode ser aplicado a uma corrente adiantada 


como na Fig. 7-7. O triângulo das potências, quando a carga é capacitiva, tem o 
cateto Q acima da horizontal. 


* N.R. É muito comum a utilização do símbolo S para indicar potência aparente. A escolha fica 


a critério do professor. 


(a) 


Fig 


Potência Co. 


Os três la 
produto VE, cujc 
plexa N. Sua part 
à potência reative 


Seja V =` 
N=VE: 


O módul 
adiantado (I adia: 
ao passo que um â 
mente ao constru) 


A seguir, 
gadas na determi: 


Potência 
Potência 
Potência 


Fator de: 


parente e reativa 
retângulo chama- 


atrasada e a ten- 
mo referência. Na 
es em fase e em 
a componente em 
3. 7-6(c) repetiu-se 
icaz da tensão, V. 


VI cos 4 


rrente = VI sen q 


Q = VI sen gy 
Atrasado 


va. 


rrente adiantada 
: capacitiva, tem o 


rarente. A escolha fica 


erre menrererem 
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I N = VI 
I Q = VI sen 4 
1 senny Adiantado 
E A 
I cos q P = Vicos f 


(a) (b) (c) 


Figura 7-7 Triângulo das potências, carga capacitiva. 


Potência Complexa 


Os três lados, N, P e Q, do triângulo das potências podem ser obtidos do 
produto VI*, cujo resultado é um número complexo, chamado potência com- 
plexa N. Sua parte real é igual à potência média P e sua parte imaginária igual 
à potência reativa Q. 


Seja V = Vat e I = Iet + ®, Então, 
N = VE = Voed + 9 = VIe? = VI cos ọ —jVI sen ġ = P -jQ 


O módulo de N é a potência aparente N = VI. Um ângulo de fase 
adiantado ({ adiantada em relação à V) determina uma potência Q adiantada, 
ao passo que um ângulo de fase atrasado indica Q atrasada. Deve-se ter isso em 
mente ao construir-se o triângulo das potências. 


A seguir, apresentamos um resumo de equações que podem ser empre- 
gadas na determinação das componentes do triângulo das potências. 


Potência média P = VI cos ọ = I? R = VZ/R = Re Vi 
Potência reativa Q = VI send =I X = VZ/X = Im VI 
Potência aparente N = VI = P Z = V?/Z = valor absoluto de VE* 
Fator de potência fp = cos 4 = R/Z = PIN 
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Exemplo 1 Dado um circuito de impedância Z = 3 + j4 e uma tensão aplicada 
V = 100/30", determine o triângulo das potências. 


A corrente é I = V/Z = (100/30)(5/53,1º) = 20/-28,1º. 

Método 1 

P = I'R =(2028 = 1200 W 

Q = PX = 1600 VAR atrasada 

N = PZ = 2000 VA 

fp = cos 53,1" = 0,6 atrasado 
Método 2 

N = VI = 100(20) = 2000 VA 

P = VI cos 4 = 2000 cos 53,1º = 1200 W 

Q = VI sen q = 2000 sen 53,1º = 1600 VAR atrasada 

fp = cos ġ = cos 53,1º = 0,6 atrasado 


P=1200 W 


E ) Q=1600 VAR 
N=2000 Vi Atrasado 


Figura 7-8 
Método 3 


N = VE = (100/80'%20/28,1º) = 2000/53,1º = 1200 + 71600, donde 


P = 1200 W, Q = 1600 VAR atrasada, N = 2000 VA e fp = cos 53,1º = 0,6 
atrasado 


Método 4 
Vp=IR= 
Logo, P= 
N= 
fp = 
Deve-se tı 


engano mais freg 
apenas, por V, ten 


Correção do 


Nas aplic 
sentam indutivas 
potência média P, 
de tempo que a ca 
por intermédio de 


Como um 
zado à tensão fix 
máxima permitid: 
fosse a ele ligad: 
potência média foi 


Com relaç 
ção da carga no sis 
útil fornecida. E, : 
isto é, que o ângul 
se aproxime da un 


No caso e 
tar o fator de potê: 
se que, como a ter 
útil, P, não varia. í 


ma tensão aplicada 


11600, donde 
fp = cos 53,1" = 0,6 
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Método 4 


Vp = IR = 20/23,1'(3) = 60/23,1º, Vy = (20/-28,1ºX4/90") = 80/66,9º 
Logo, P= V,o/R=6028=1200W 


Q = Vy2/X = 802/4 = 1600 VAR atrasada 


N = V?/Z = 100?/5 = 2000 VA 
fp = P/N = 0,6 atrasado 


Deve-se ter cuidado ao substituir os valores na equação P = Vp9/R. O 


engano mais frequente é substituir-se Vp, tensão nos terminais do resistor 
apenas, por V, tensão total na impedância Z. 


Correção do Fator de Potência 


Nas aplicações residenciais e industriais comuns, as cargas se apre- 
sentam indutivas e a corrente é atrasada em relação à tensão aplicada. A 
potência média P, fornecida à carga, é uma medida do trabalho útil por unidade 
de tempo que a carga pode executar. Essa potência, usualmente, é transmitida 
por intermédio de linhas de distribuição e transformadores. 


Como um transformador, especificado em kVA, é, muitas vezes, utili- 
zado à tensão fixa, os KVA são, simplesmente, uma indicação da corrente 
máxima permitida. Teoricamente, se uma carga indutiva ou capacitiva pura 
fosse a ele ligada, o transformador poderia ser plenamente carregado e a 
potência média fornecida seria nula. 


Com relação ao triângulo das potências, a hipotenusa N dá uma indica- 
ção da carga no sistema de distribuição, ao passo que o cateto P mede a potência 
útil fornecida. É, portanto, desejável que N se aproxime o mais possível de P, 
isto é, que o ângulo 4 se aproxime de zero, ou seja, que o fator de potência cos 4 
se aproxime da unidade. 


No caso comum de uma carga indutiva é quase sempre possível aumen- 
tar o fator de potência colocando capacitores em paralelo com a carga. Observe- 
se que, como a tensão nos terminais da carga permanece a mesma, a potência 
útil, P, não varia. Como o fator de potência é aumentado, a corrente e a potência 
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aparente diminuem e obtém-se uma utilização mais eficiente do sistema de 
distribuição. Quando isto não ocorre, torna-se necessário efetuar uma correção 
do fator de potência do circuito. 


Exemplo 2 Corrigir para 0,9 atrasado o fator de potência do circuito 
do exemplo 1, acrescentando capacitores em paralelo. Achar N’, após a correção, 
e os vários capacitores necessários. 


Partimos do triângulo das potências do Exemplo 1. Como cos ¢ = 0,9, vem 
p = 26º. 


Nº = Picos | = 1200/cos 26º = 1333 
Então, Q' = N sen q = 1333 sen 26º = 585 VAR, atrasado. 
A potência reativa dos capacitores será: 
Q — Q = 1600 — 585 = 1015, adiantado 


P=1200 


1600 


Atrasado 


N=2000 


Adiantado Atrasado 
Q 


Figura 7-9 


Como P permanece invariável, não muda também o trabalho, após a 
correção do fator de potência. O valor de N, entretanto, foi reduzido de 2000 
para 1333 VA. 


Problemas Resolvidos 


7.1 Dado um circuito em que, aplicada a tensão V = 150 sen (œt + 10°), a corrente 
resultante é j = 5 sen (wt — 50°), determinar o triângulo das potências. 


V = (150A2)/10º = 106 /10° e I = (5/2) 450° = 3,54 450°. 
Então, N = VI* = (106 /10')(3,54 50° = 375 /60° = 187,5 + j325. 


donde: 
P=ReN 
Q =mi 
N=IVI 
fp = cos 


7.2 Em um circui 
potência é 0, 
determinar as 
Sob a forma 
P=VIcosó: 
Como o fato! 
do em relaçõ 
À impedânci 


Por ser Z =. 
R = 2,6 ohr 


Outro método 


Fazendo Í = 
Então: 


Z=2[45º = 
C=V0X,= 


ite do sistema de 
var uma correção 


tência do circuito 
F, após a correção, 


10 cos & = 0,9, vem 


o trabalho, após a 
reduzido de 2000 


nt + 10°), a corrente 
sotências. 


3,54 [50º. 
187,5 + J325. 
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7.2 


donde: 
P = Re VI = 187,5 W 
Q = Im VI = 325 VAR, atrasado 
N = IVI | = 375 VA 
fp = cos 60° = 0,5 atrasado 
P=187,5 


Ne 


N=875 Q=325 
Atrasado 


Figura 7-10 
Em um circuito em série de dois elementos, a potência é 940 watts e o fator de 


potência é 0,707 adiantado. Sendo v = 99 sen (6000t + 30") a tensão aplicada, 
determinar as constantes do circuito. 


Sob a forma de fasor, a tensão aplicada é V = (99 N2) /30° = 70/80" 

P = VI cos 4; 940 = 70 I(0,707) -. I = 19 ampères. 

Como o fator de potência é 0,707 adiantado, o fasor corrente está adianta- 
do em relação à tensão do ângulo arc tg 0,707 = 45º. Logo, I = 19/75. 

A impedância do circuito Z = V/I = (7080)/(19/75") = 3,68445" = 2,6 2,6 
Por ser Z = R —jXç e Xo = 1/0C, temos: 


1 
6000 (2,6) CELLE 


R = 2,6 ohms e C = 


Outro método 


Fazendo 1 = 19 ampères em P = RP resulta 940 = R(19) .. R = 2,6 ohms. 
Então: 


Z = Z/-45 = 2,6 -j X Xc e Xo = 2, 6. Logo, 
C = 10X; = 64,1 pF 


158 Circuitos Elétricos 


7.3 Dado o circuito em série da Fig. 7-11, determinar o triângulo das potências. 


Figura 7-11 


Da Fig. 7-11, Z = 3 + j6 — j2 = 3/53,1° e I = V/Z = (50/-90º)/(5/53,1º)= 


= 101483,1'. Então, 
N=VE = (50/-90'X10/143,1º) = 500/53,1º = 300 + J400 


As componentes do triângulo das potências estão indicadas na Fig. 7-12. 


P=300 
N=500 Q=400 
Atrasado 
Figura 7-12 


Outro método 


Substituindo Z = 10 ampères na equação da potência de cada elemento, 
P = PR = 10%3) = 300 W, Qie = 1026) = 600 VAR atrasado, Q p= 1042) = 


= 200 VAR adiantado e Q = Qe + R = 600 — 200 = 400 VAR atrasado. 


74 


7.5 


A corrente efi 
potências. 


Fazendo 
I; = 30 W, k 


18,45 -12,55 


Logo, 


Esses resultac 


nb = jo 


ER EOE 
P= lR =30 


No circuito em 
potência em cat 


ı das potências. 


0/90º)/(553,1)= 


I 


adas na Fig. 7-12. 


de cada elemento, 
ado, Q = 10492) = 
O VAR atrasado. 


| 
| 
| 
| 
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7.4 


“75 


A corrente eficaz total no circuito da Fig. 7-13 é 30 ampêres. Determinar as 
potências. 


Fazendo 


L = 30/0º, I, = 30/0º E =) 


1845/1255 e L = 30/0 E tal = 
= 12,7/18,45°. 


Figura 7-13 


Logo, 
P= ÉR, = BR, = (18,45)? (4) + (12,7)? (5) = 2165 W 


Q = ÊX = (12,7) (3) = 483 VAR adiantado 
1 


N =P -jQ = 2165 — j483 = 2210/-12,6º, N = 2210 VA 
fp = P/N = 2165/2210 = 0,98 adiantado 


Esses resultados podem ser encontrados calculando-se a impedância 


a Ec e = 24 — 0,533. Daí 


P= LoR= 302,4) = 2160 W e Q = 30%0,533) = 479,7 VAR adiantado 


No circuito em paralelo da Fig. 7-14 a potência total é 1100 watts. Calcular a 
potência em cada resistor e a leitura do amperímetro. 
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3 Já 
dO 
Figura 7-14 
L- v Voe ade 4 i 
1 Zo 3+j4 sh 
EM E 
2 Z, 10 
A relação entre os módulos das correntes é a T Partindo de 
Ee VAO TA 
P = PR, as relações entre as potências dos resistores de 3 e de 10 ohms é 
P, ÉR, (23 6 
Po BR 1/10 5 
Como Pp =P, + P o dividindo ambos os termos por Pio PrPio= PyPo+1 
e 
Po = 1100(5/11) = 500 W, P, = 1100 — 500 = 600 W 
Assim, P = PR, 1,4(3)= 600 e I, = 14,14. Fazendo V = VÃ: 
I, = 14,14/53,1º=8,48-;11,31 
L = 7,07/0 = 7,07 
I=L +L = 15,55 —j11,31 = 19,25/-36° 
A leitura do medidor é 19,25 ampères. 
7.6 Determinar o triângulo das potências de cada ramo do circuito da Fig. 7-15 e 


somá-los para obter o triângulo do circuito todo. 


L = V/Z 
N, = VI * 
Logo, 

P, = Re VI 
Q, = Im V: 
N, = IVL’ 
fp, = P; 


2 z Partindo de 
3 e de 10 ohms é 


Pio = PzP t1 


zuito da Fig. 7-15 e 
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Ramo 1. Figura 7-15 


IL = V/Z, =(20/60°)⁄(4/30°) = 5/80" 

N, = VI* = (20/60'%5/-30º) = 100/30° 
= 86,6 + J50 

Logo, 

P, = Re VL * = 86,6 W 

Q, = Im VL * = 50 VARS atrasado 

N, = IVL*I = 100 VA 

fp, = P/N, = 0,866 atrasado 


Q, = 50 
Atrasado 


P, = 40 


N, = 174 
Q, = 69,2 
Atrasado 


Ramo 2. Figura 7-16 
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7.7 


7.8 


L, = V/Z, = (20/60")/(5/60º 


) = 4/0º 


N, = VL* = (20/60'(4/0º) = 80/60º 


= 40 + 769,2 
Logo, 
P,=40W 
Q = 69,2 VAR atrasado 
N, = 80 VA 
fp, = 0,5 atrasado 


Dos resultados e pela Fig. 7-16, obtém-se o triângulo das potências totais: 


Pp=P,+P,=866+40=126W Qr=0,+0,=50+69,2= 119,2 VAR 


atrasado 


Como Np = Pp + jQp = 126,6 + j119,2 = 174/48,4º, 


Ny = INçl = 174 VA e fpp= P/Sr = 125,6/174 = 0,727 atrasado 


Um motor de indução cuja saída é 2HP tem rendimento de 85%. Com essa 
carga, o fator de potência é 0,8 atrasado. Determinar as potências de entrada. 


1755/0,8 = 2190 VA, q = cos (0,8) = 36,9", Q = 2190 sen 36,9º = 


S 


1315 VARS atrasado 


Determinar o triângulo das potências totais do circuito em paralelo da Fig. 7-17, 
sendo de 20 watts a potência no resistor de 2 ohms. 


Figura 7-17 


7.9 


De P= PR 
= 3,16 amp 
= 17 volts. £ 
ou E, = 12,€ 
L= 11,16/ 


Para calcul 
de Np. Tem 


Ny = Vi“ : 
Pr = 164,5" 
= 0,867 atr 
Determinar 


especificade 
fator de poté 


Carga 1 


Dados N = 


P=Ncosc 
sen 60º = 2 


Carga 2 


Dados P = 


N = Picos 2 
=135 VAa 


Carga 3 


Dados N = 


4 = arc sen 


=283 W 


Então, Pp: 
atrasado 


Como N, 
N, 


:S potências totais: 


- 69,2 = 119,2 VAR 


atrasado 


de 85%. Com essa 
ências de entrada. 


2190 sen 36,9º = 


aralelo da Fig. 7-17, 
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De P = I'R temos P (2) = 20 e I, = 

= 3,16 ampères. Como Z, = 2 — j5 = 5,38/-68,2º, V = IZ, = 3,16(5,38) 

= 17 volts. Sendo V = 17/0º; então, L = V/Z oul, = 3,16/%68,2°, L- = V/Z, 
ou L = 12,02/-45º, L= L + L = 9,67 -j5,57 ou 

I; = 11,16/-29,9(A) 


Para calcularmos as componentes do triângulo das potências, precisamos 
de Ny. Temos: 


Ny = VLç* = 17/0(11,16/29,9") = 189,72/29,9º = 164,5 + 94,6 


Pp=164,5 W, Qr = 94,6 VARS atrasado, N,.= 189,8 VA, cos 4 = 164,5/189,8-= 
= 0,867 atrasado 


7.9 Determinar as potências de uma associação de três cargas individuais, assim 
especificadas: carga 1, 250 VA, fator de potência 0,5 atrasado; carga 2, 180 W, 
fator de potência 0,8 adiantado; carga 3, 300 VA, 100 VARS atrasados. 

Carga 1 
Dados N = 250 VA, cos à = 0,5 atrasado. 

P = N cos 4 = 250(0,5) = 125 W, 4 = arc cos 0,5 = 60º, Q = N sen 4 = 250 
sen 60º = 216 VARS atrasado 

Carga 2 
Dados P = 180 W, cos 4 = 0,8 adiantado. 

N = Picos Z = 180/0,8 = 225 VA, 4 = arc cos 0,8 = 36,9", Q = 225 sen 36,9'= 
= 135 VA adiantando 

Carga 3 


Dados N = 300 VA, Q = 100 VARS atrasado. 


4 = arc sen (Q/N) = arc sen (100/300) = 19,5", P = N cos 4 = 300 cos 19,5º = 
=283 W 


Então, P,= 125 + 180 + 283 = 588 W, Qr = 216 — 135 + 100 = 181 VARS 
atrasado 


Como Np=Pp+ jJQp=588+ J181 = 616/17,1°, 
Ny = 616 VA e cos 4 = P/N = 588/616 = 0,955 atrasado 
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A Fig. 7-18 mostra os triângulos das potências de cada carga e o total. 


Q, = 181 
Atrasado 


100 


Figura 7-18 


7.10 Um transformador de 25 kVA fornece 12 kW a uma carga com fator de potência 


de 0,6 atrasado. Determinar a porcentagem de plena carga que o transformador 
alimenta. Desejando-se alimentar cargas de fator de potência unitário com esse 
mesmo transformador, quantos kW podem ser acrescentados, até que o trans- 
formador esteja a plena carga? 


Para carga de 12 kW, N = P/cos q = 12/0,6 = 20 KVA. Então, a porcentagem 
da plena carga é (20/25) 100 = 80%. Como q = are cos 0,6 = 53,1°,Q =N 
sen 4 = 20 sen 53,1º = 16 KVAR atrasado. As cargas adicionais têm fator 
de potência unitário; portanto, a potência reativa Q permanece inaltera- 
da. Logo, a plena carga, o ângulo & = arc/sen (16/25) = 39,8º e o fator de 
potência total Pp = Nº cos À' = 25 cos 39,8º = 19,2 kW. Assim, 


Carga adicional =P, -P = 19,2 — 12 = 7,2 kW. 


Esse resultado pode, também, ser obtido graficamente, como mostra a 
Fig. 7-19. é 


Nova carga 


com fp unitário arco de 25 kVA 


Figura 7-19 


TURN oe re 


N 
-b 
h 


Observe-se 
fator de potê 
atrasado. 


Com referênc 
0,866 adiant: 
transformadc 


Do Probl. 7. 
N = 20 KVA. 


Traça-se o 1 
nando-se N 
procura-se « 


Da Fig. 7-X 


2 o 
sen 96,9º — 


Logo, 


As potência: 
e Qr= 25 se 
adicionadas 
adiantado. 


Do Probl. 7.10: 
N = 20 KVA, 4 = 53,1° e Q = 16 KVAR atrasado. 
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zarga e o total. | Observe-se que, com a adição de cargas com fator de potência unitário, o 
| fator de potência do conjunto foi melhorado, pois agora fp = cos 39,8º = 0,768 
atrasado. 
7.11 Com referência ao Probl. 7.10, se as cargas adicionais tiverem fator de potência 
iei : 0,866 adiantado, quantos kVA dessas cargas serão necessários para levar o 
sida | transformador a operar com sua capacidade de plena carga? 


Traça-se o triângulo das potências como mostra a Fig. 7-20(a). Adicio- 
nando-se N, das novas cargas a um ângulo 4 = arc cos 0,866 = 30º, 
procura-se o ângulo é que é necessário. 


Da Fig. 7-20(b) temos: 


m fator de potência 
jue o transformador 
a unitário com esse 


»s, até que o trans- 25 Ene A S : = o 
sen 969º senf > sen B = 0,795 .. B = 52,6 
ão, a porcentagem Logo, y-— = 180° -(96,9º + 52,6) = 30,5' e 


),6=53,1,Q=N 
icionais têm fator 
rmanece inaltera- 
39,8 e o fator de 
isim, 


p = 53,1 — 30,5° = 22,6° 


e, como mostra a 


(a) (b) 
Figura 7-20 


As potências ativa e reativa da carga total são: P,. = 25 cos 22,6° = 23,1 kW 
e Qr = 25 sen 22,6º = 9,6 KVAR atrasado, respectivamente. Para as cargas 
adicionadas: P, = 23,1 — 12 = 11,1 kW e Q = 16 — 9,6 = 6,4 KVAR 
adiantado. 
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Como N, =P, +JQ, = 11,1 76,4 = 12,8/-80" , temos: 

N, = 12,8 kVA 

Portanto, devem ser adicionados 12,8 kVA de cargas novas com fator de 
potência 0,866 adiantado para fazer com que o transformador, operando 


a 12 kW com fator de potência 0,6 atrasado, passe a funcionar na sua 
potência nominal de 25 KVA. 


Outro método 


7.12 


Da Fig. 7-20(a), para um ângulo 4, = 30°, tiramos: 


P, = N, cos 30° = (V3/2)N, e Q, = N, sen 30° 


II 


DO fa 


NP=(P+PZ+(Q-Q) 


. Substituindo: 


252 = [12 + (8/2N,P + (16 - SN? e N, = 12,8 kVA 


Um transformador de 500 kVA está operando a plena carga com fator de 
potência total de 0,6 atrasado. O fator de potência é melhorado acrescentando- 
se capacitores, até que o novo fator de potência seja 0,9 atrasado. Quantos 
kVAR capacitivos são necessários? Após a correção do fator de potência, que 
porcentagem da plena carga o transformador estará alimentando? 


Para o transformador a plena carga (ver Fig. 7-21): 


Figura 7-21 


| 


7.13 


P= VI cos: 
4 = arc cos! 
Q = VI sen 
Quando cos 


4 = arc cos 
atrasado 


Então, a ca 
percentage: 


Um conjunto 
0,8 atrasado 
rendimento, 
gue o progra 
te melhoradc 
potência do 


Como os m 
indução, a ] 


Antes da st 
N = 500/0,8 
Q = 625 ser 


Quando o f; 


& = arc cos 


Q’ = 556 ser 


ovas com fator de 
rmador, operando 
funcionar na sua 


EVA 


arga com fator de 
ado acrescentando- 
atrasado. Quantos 
or de potência, que 
ando? 
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7.13 


P = VI cos 4 = 500 (0,6) = 300 kW 

4 = arc cos 0,6 = 53,1° 

Q = VI sen 4 = 500 sen 53,1° = 400 KVAR atrasado 
Quando cos 4 = 0,9 atrasado 


4'= arc cos 0,9 = 26º, Nº = 300/0,9 = 333 kVA, Q’ = 333 sen 26º = 146 KVAR 
atrasado 


Então, a carga capacitiva = Q — Q = 400 — 146 = 254 KVAR adiantado e a 
percentagem de plena carga = (333/500)100 = 66,7%. 


Um conjunto de motores de indução com um total de 500 kW e fator de potência 
0,8 atrasado deve ser substituído parcialmente por motores síncronos do mesmo 
rendimento, porém de fator de potência 0,707 adiantado. À medida que prosse- 
gue o programa de substituição, o fator de potência do conjunto é constantemen- 
te melhorado. Que porcentagem da carga terá sido substituída quando o fator de 
potência do conjunto atingir 0,9 atrasado? 


Como os motores síncronos têm o mesmo rendimento que os motores de 
indução, a potência média total permanece constante em 500 KW. 


Antes da substituição dos motores: 

N = 500/0,8 = 625 KVA; 6 = arc cos 0,8 = 36,9'; 

Q = 625 sen 36,9º = 375 KVAR atrasado 

Quando o fator de potência do sistema passa a 0,9 atrasado, 
p = arc cos 0,9 = 26º; Nº = 500/0,9 = 556 kVA; 

Q’ = 556 sen 26º = 243 KVAR atrasado 


Q 
243 
375 


132 


Figura 7-22 
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7.14 


7.15 


7.16 


7.17 


7.18 


7.19 


7.20 


Como o fator de potência dos motores substituídos é 0,707 adiantado, 
È = arc cos 0,707 = 45°. 


Aplicando a lei dos senos à Fig. 7-22(b), 


N, 
2 T 132 ; e 
sen 53,1º "sen 81,9º ` N, = 106,5 kVA 


Então, P, = 106,5 cos 45º = 75,9 kW 


A percentagem de carga substituída é 


75,3 


500 x 100 = 15% 


Problemas Propostos 


Dado um circuito com tensão aplicada v = 200 sen (œt + 110°) e corrente total j= 
=5 sen (wf + 20°), determinar os elementos do triângulo das potências. 
Resp.: P = 0; Q = 500 VARS atrasado. 


Dado um circuito em que a tensão aplicada v = 14,14 cos ot acarreta uma 
corrente total j= 17,1 cos (wt— 14,05) mA, determinar o triângulo das potências. 
Resp.: P = 117,5 MW; Q = 29,6 mVAR atrasado; cos 4 = 0,97 atrasado. 


Dado um circuito em que a tensão aplicada v = 340 sen (mt — 60°) acarreta 
i= 13,3 sen (wt— 48,7"), determinar os elementos do triângulo das potências. 
Resp.: P = 2215 W; Q = 442 VARS adiantado; cos 4 = 0,98 adiantado. 


Um circuito em série de dois elementos com R = 10 ohms e X, = 5 ohms, está 
submetido a uma tensão eficaz aplicada de 120 volts. Determinar o triângulo das 
potências. 

Resp.: N = 1154 — j577; cos 4 = 0,894 adiantado. 


Em um circuito em série de dois elementos, onde R = 5 ohms e X, = 15 ohms, a 
tensão eficaz no resistor é 31,6. Determinar o triângulo das potências. 
Resp.: N = 200 + j800; cos 4 = 0,316 atrasado. 


O fasor tensão, aplicado a um circuito em série de R=8ohmse X,=6 ohms, 
é V = 50/-90º. Determinar todas as informações relativas às potências. 
Resp.: N = 200 — j150; cos 4 = 0,8 adiantado. 


Determinar a impedância do circuito que solicita 5040 volis-ampêres, com 
fator de potência de 0,894 adiantado, de um fasor tensão aplicado V = 150/45º. 
Resp.: 4 — j2. 


aenneren a eme Eeee ereere a 


7.21 A corrente ı 
volt-ampère: 
Resp.: 8,21 


7.22 Um circuito ¢ 
sen (5000t + 
Calcular as « 
Resp.:R=2 


7.23 Uma corrent 

5,83/ -59° € 
potências. 
Resp.: N; = 


7.24 Duas impedi 
1920 VARS ¿ 
Resp.: P= 2 


7.25 O circuito sé 
de 0,856 atre 
Resp.:Z = 1; 


7.26 No circuito err 
é 300 watts. D 


Resp.: N = 30 


0,707 adiantado, 


} e corrente total | = 
ootências. 


S œt acarreta uma 
gulo das potências. 
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7.21 


7.22 


7.23 


7.24 


7.25 


7.26 


A corrente eficaz em uma dada impedância é 18 ampères e acarreta 3500 
volt-ampêres com fator de potência 0,76 atrasado. Calcular a impedância. 
Resp.: 8,21 + j7 ,0. 


Um circuito em série de dois elementos em que a corrente instantânea é į = 4,24 
sen (5000t + 45°) tem potência de 180 watts e um fator de potência 0,8 atrasado. 
Calcular as constantes do circuito. 

Resp.: R = 20 ohms; L = 3 mH. 


Uma corrente eficaz de 5 ampères percorre duas impedâncias em série Z, = 


5,83/-59' e Z, = 8,95/63,4'. Determinar todas as informações sobre as 
potências. 


Resp.: Ny = 175 + j75; cos 4 = 0,918 atrasado. 


Duas impedâncias Z, = 5/45 e Z, = 10/30º estão em série e têm Q total de 
1920 VARS atrasado. Determinar a potência média P e a potência aparente N. 
Resp.: P = 2745 W; N = 3350 VA. 


O circuito série da Fig. 7-23 solicita 36,4 volt-ampêres com fator de potência 
de 0,856 atrasado. Determinar Z. 


Resp.:Z = 1/90". 


Figura 7-23 


No circuito em série da Fig. 7-24, o fator de potência é 0,6 atrasado e a potência 
é 300 watts. Determinar o triângulo das potências e a impedância desconhecida. 


Resp.: N = 300 + j400 e Z = 4/90'. 


Figura 7-24 
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7.27 Duas impedâncias Z, = 4/-30º e Z, = 5/60° estão em paralelo submetidas ao 
fasor V = 20/0°. Determinar o triângulo das potências de cada ramo e combi- 
ná-los para obter o triângulo total. 

Resp.: P = 126,6 W; Q = 19,3 VARS atrasado; cos ¢ = 0,99 atrasado. 


7.28 Em um circuito constituído de R = 10 ohms em paralelo com Z = 8/-30", a 
corrente eficaz total é 5 ampères. Determinar os elementos do triângulo das 
potências. 

Resp.: P = 110 W; Q = 33 VARS adiantado; cos 4 = 0,957 adiantado. 


7.29 No ramo 1 do circuito em paralelo da Fig. 7-25 a potência é 8 kVAR. Calcular a 
potência e o fator de potência do circuito completo. 


Resp.: 8 kW; cos é = 0,555 atrasado. T.32. -A potência tot 


triângulo das ç 
Resp.: N= 15 


© OE, 


j2 


Figura 7-25 


7.30 Se, no ramo 2 do circuito em paralelo da Fig. 7-26, tivermos 1490 VA, qual será 
a indicação do amperímetro? Determinar as informações sobre as potências. 


7.33 e 
Resp.: 42,4 ampères; N = 2210 + /3630; cos 6 = 0,521 atrasado. 88 Sendo 2000 w 


cada resistor? 
Resp.: P,, = 72 


2 3 
J3 Jê 
Figura 7-26 


7.31 No circuito em paralelo da Fig. 7-27, a potência no resistor de 3 ohms é 666 7.34 Qtotal no circuil 
watts e do circuito completo são solicitados 3370 volt-ampêres com um fator de i triângulo das 
potência de 0,937 adiantado. Calcutar Z. o -N= o 
Resp.: Z = 2 — j2. Pe 


lelo submetidas ao 
ada ramo e combi- 


atrasado. 
com Z = 8/-30'", a 
3s do triângulo das 
idiantado. 
8 kVAR. Calcular a 


1490 VA, qual será 
2re as potências. 
ado. 


xr de 3 ohms é 666 
res com um fator de 
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3 
z 
J6 


Figura 7-27 


7.32 A potência total no circuito em paralelo da Fig. 7-28 é 1500 watts. Determinar o 
triângulo das potências. 
Resp.: N = 1500 + /2480, cos 4 = 0,518 atrasado. 


2 3 
J3 J6 
Figura 7-28 


7.33 Sendo 2000 watts a potência total no circuito da Fig. 7-29, qual é a potência em 
cada resistor? 
Resp.: Ps = 724 W; P, = 1276 W. 


Figura 7-29 


7.34 Q total no circuito em paralelo da Fig. 7-30 é 2500 VARS atrasado. Determinar o 
triângulo das potências. 
Resp.: N = 3920 VA; P = 3020 W; cos é = 0,771 atrasado. 
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QQQ 
QQQ 
z 


Figura 7-30 


7.35 Determinar o fator de potência do circuito em paralelo da Fig. 7-31. Variando-se 


7.36 


o resistor de 6 ohms, de modo que o fator de potência total se torne 0,9 atrasado, 
qual será o seu novo valor em ohms? 


Resp.: cos 4 = 0,8 atrasado; R = 3,22 ohms. 


000 


Figura 7-31 


No circuito da Fig. 7-32, a carga original é Z = 5 + (8,66. Determinar a porcenta- 
gem de redução na corrente total, após a melhoria do fator de potência com o 
acréscimo de um capacitor —j20 em paralelo. 

Resp.: 38%. 


Figura 7-32 


7.37 Achar a capaci 
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7.42 
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atrasado do cir 
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No Probl. 7.38, 
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Três impedânci 
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de cada ramo e 
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adiantado. 


No circuito do P 
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corrente total so 
Resp.: 19,2 amp 


Uma fonte de te 
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de cada ramo e 
Resp.: P= 414 
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1, 5 kW com fat 
adiantado; carga 


. 7-31. Variando-se 
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:erminar a porcenta- 
" de potência com o 
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7.37 


7.38 


7.39 


7.40 


741 


7.42 


743 


Achar a capacitância C necessária para se corrigir o fator de potência para 0,95 
atrasado do circuito da Fig. 7-33. 
Resp.: C = 28,9 uF. 


Figura 7-33 


Uma fonte de 60 Hz e tensão eficaz de 240 volts fornece 4500 volt-ampères a 
uma carga com fator de potência 0,75 atrasado. Determinar a capacitância 
necessária em paralelo para levar o fator de potência para (a) 0,9 atrasado e (b) 0,9 
adiantado. 

Resp.: (a) 61,3 uF; (b) 212 uF. 


No Probl. 7.38, qual a redução percentual na corrente de linha, ocorrida no item 
(a)? Houve mais alguma redução na corrente, no item (a)? 
Resp.: 16,7%. Não, as correntes são as mesmas. 


Três impedâncias Z, = 20/30", Z = 15/-45º e Z, = 10/0º são ligadas em 
paralelo com uma fonte de V = 100/45". Determinar o triânguto das potências 
de cada ramo e combiná-los, para obter o triângulo total das potências. 
Resp.: P = 1904 W; Q = 221 VARS adiantado; N = 1920 VA; cos 4 = 0,993 
adiantado. 


No circuito do Probi. 7-40, a fonte de 100 volts fornece 1920 volt-ampêres com 
fator de potência 0,993 adiantado ao circuito de três ramos em paralelo. Qual a 
corrente total solicitada pelo circuito? 

Resp.: 19,2 ampères, avançada de 6,62º em relação à V. 


Uma fonte de tensão V = 240/-30 alimenta três impedâncias em paralelo 
Z, = 25/15°, Z, = 15/-60' e Z, = 15/90. Determinar o triângulo das potências 
de cada ramo e combiná-los para obter o triângulo total. 

Resp.: P = 4140 W; Q = 1115 VARS atrasado; N = 4290 VA; cos é = 0,967 
atrasado. i 


Determinar o triângulo total das potências para as três cargas seguintes: carga 
1, 5 kW com fator de potência 0,8 atrasado; carga 2, 4 VA com Q de 2 kVAR 
adiantado; carga 3, 6 kVA com fator de potência 0,9 atrasado. 
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7.44 


7.45 


7.46 


7.47 


7.48 


7.49 


7.50 


7.51 


Resp.: P = 13,86 kW; W= 4,38 kVAR atrasado; N = 14,55 KVA; cos 4 = 0,965 
atrasado. 


Calcular o triângulo total das potências para as três cargas seguintes: 
carga 1, 200 VA com fator de potência 0,7 atrasado; carga 2, 350 VA com fator 
de potência 0,5 atrasado; carga 3, 275 VA com fator de potência unitário. 
Resp.: P = 590 W; Q = 446 VAR atrasado; N = 740 VA; cos 4 = 0,798 atrasado. 


Uma carga de 300 kW e fator de potência 0,65 atrasado tem seu fator de 
potência melhorado para 0,9 atrasado com a adição de capacitores em paralelo. 
Quantos kVAR de capacitores são necessários e qual a redução percentual de k 
VA que daí resulta? 

Resp.: 204 KVAR; 28%. 


Uma carga industrial de 25 kVA tem fator de potência total de 0,8 atrasado. 
Instala-se um grupo de resistências de aquecimento corretoras com fator de 
potência unitário e o fator da instalação passa a 0,85 atrasado. Quantos kW 
resistivos foram instalados? 

Resp.: 4,3 kW. 


Acarga de um motor de indução de 1500 watts, com fator de potência 0,75 atrasado, 
está combinada com motores síncronos de 500 volt-ampéres, cos 4 = 0,65 
adiantado. Quantos kVAR capacitivos são necessários para corrigir-se para 0,95 
atrasado o fator de potência total dos dois grupos de motores? Qual a redução 
percentual nos volt-ampéres”? 

Resp.: 347 VAR; 6,3%. 


Com a introdução de 20 kVAR de capacitores o fator de potência de uma certa 


' carga é corrigido para 0,9 atrasado. Tendo-se, no final, 185 kVA, pede-se o 


triângulo das potências da carga, antes da correção. 
Resp.: P = 166,5 kW; Q = 101,0 KVAR atrasado; cos 4 = 0,856 atrasado. 


A carga de 2000 volt-ampêres de um motor de indução com cos q = 0,80 
atrasado é combinada com 500 volt-ampéres de motores síncronos. Sendo o 
fator de potência total 0,90 atrasado, determinar o fator de potência dos motores 
síncronos. 


. Resp.: 0,92 adiantado. 


Uma carga de 65 kVA com um fator de potência atrasado é adicionada a um 
grupo de motores síncronos de 25 kVA com fator de potência 0,6 adiantado. 
Sendo 0,85 atrasado o fator de potência do conjunto, determinar o fator de 
potência da carga 65 kVA. 

Resp.: 0,585. 


Um transformador de 100 kVA está operando a 80% da plena carga com fator de 
potência 0,85 atrasado. Quantos kVA de carga com cos 4 = 0,6 atrasado podem 
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ser acrescentados, sem que se exceda o regime de plena carga do trans- 
formador? 
Resp.: 21,3 KVA. 


Um transformador de 250 kVA funciona a plena carga com fator de potência 0,8 
atrasado. O fator de potência deve ser corrigido para 0,9 atrasado, por meio de 
capacitores em paralelo. (a) Quantos kVAR de capacitores são necessários? (b) 
Quantos kW de carga com fator de potência unitário podem ser acrescentados, 
agora, sem que se exceda o regime dos KVA do transformador? 

Resp.: 52,5 KVAR; 30,0 kW. 


Acrescenta-se uma nova carga com fator de potência 0,5 atrasado ao sistema do 
Probl. 7.52, depois da instalação dos capacitores. Quantos kVA dessa nova 
carga podem ser acrescentados, respeitando-se o regime de kVA do transforma- 
dor? 

Resp.: 32 kVA. 


É Capítulo 8 


ba 


MARRON RESSONÂNCIA EM SÉRIE 
E EM PARALELO 


Introdução 


Diz-se que um circuito de corrente alternada está em ressonância 
quando a tensão aplicada V e a corrente resultante I estão em fase. Na 
ressonância, portanto, a impedância complexa equivalente do circuito consiste 
em resistência R, apenas. 


Como V e I estão em fase, o fator de potência de um circuito ressonante 
é unitário. 


Ressonância em Série 


O circuito RLC em série da Fig. 8-1 tem uma impedância complexa Z = 
R + JoL — 1/00) = R + JX. O circuito está em ressonância quando X = 0, isto é 
quando oL = 1/0C ou œ = 1/ VLC = Oy 


Como o = 2x7, a freqüência de ressonância é: 


1 
fo = ie É 


Na Fig. 8- 
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Impedância 
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T 
R Jal jar 
Figura 8-1 


Na Fig. 8-2(a) representaram-se, em função de q, o valor absoluto de Z 
e suas três componentes R, X, e X,. Quando q = q, as reatâncias indutiva e 
capacitiva se igualam e, como |Z| = VR? + X2, temos Z = R. Na ressonância, 
portanto, a impedância Z é mínima. Como I = V/Z, a corrente é máxima. 


Nas fregiiências inferiores a q, a reatância capacitiva é maior que a 
indutiva e o ângulo da impedância é negativo. Se a resistência for baixa, o 
ângulo varia mais rapidamente com a fregiência, como indica a Fig. 8-2(b). 
Quando q tende para zero, o ângulo de Z tende para —90". 


0 
E +90°} - - - - - - - - so 
& 
D Baixa R 
& 
E Alta R 
0 (0) 
(i Oy 
-g0'h - - - 75. 
(b) 
q 
5 
g 
3 
E 
T; 
< 
(c) 
o 


Figura 8-2 Circuito em série — Z(09), 0), e Y(0). 


NÚCLEO DE INFORMA? 
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Nas frequências ilustradas na Figura 8-2 de O, a resistência indutiva 
excede a capacitiva e o ângulo de Z é positivo, tendendo para + 90° quando q > w. 


Na Fig. 8-2(c), a admitância do circuito em série Y = 1/Z está repre- 
sentada em função de œ. Como I = VY, essa representação vale também como 
indicação da variação da corrente em função de q. A Fig. 8-2(c), portanto, indica 
que a corrente máxima ocorre em 9, e que uma resistência baixa acarreta uma 
corrente maior. A curva tracejada indica o caso limite, quando R = 0. O ângulo 


de admitância (não representado é o negativo do ângulo de impedância, visto na 
Fig. 8-2(b). 


Ressonância em Paralelo 
Circuito RLC Puro 


O circuito em paralelo da Fig. 8-3 é um circuito ideal, constituído de 
ramos com elementos puros R, L, C. O comportamento desse circuito, entre- 
tanto, é de interesse para o objetivo geral da ressonância. Esse circuito paralelo 
ideal pode ser comparado com o circuito em série visto acima, constatando-se 
que se pode estabelecer uma dualidade entre os dois circuitos. 


Figura 8-3 


A admitância dos três elementos é Y = G + JC — 1/oL) = G + jB, onde 
B=Bç-B,, Bç=uCe B, = 1/wL. O circuito está em ressonância quando 
B=0, isto é, quando œC = 1/wL ou œ = 1I/NLO = Oy 


Como no circuito RLC em série, a freqüência de ressonância é: 
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Admitância 


Impedância 


Figura 8-4 Circuito em paralelo — Y(w), Z(0) e (09). 


Na Fig. 8-4(a) representaram-se, em função de o, o valor absoluto de Y 
e suas três componentes G, Bo e B}. Quando q = œ, as susceptâncias capacitiva 
e indutiva são iguais e tem-se Y = G. Portanto, na ressonância, a admitância é 
mínima e, como I = VY, também a corrente é mínima. 


Nas fregiiências inferiores a q, a susceptância indutiva é superior à 
capacitiva e o ângulo de Y é negativo. O ângulo da impedância é, portanto, 
positivo e tende para + 90º, à medida que q tende para zero. Ver a Fig. 8-4(c). 


Nas fregiiências acima de q,, o ângulo de Z é negativo e sua variação 
em função de w é tanto mais rápida quanto maior R. 
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Ressonância de um Circuito em Paralelo de Dois 
Ramos 


No circuito de dois ramos em paralelo da Fig. 8-5, a admitância Y é a 
soma das admitâncias de cada ramo: 


1 1 
ADO RE Mei RR E 


R, Ro T Xe X, 
= + + J E 
R? + XxX Rê + X2 Rê + X? R? + x 


O circuito está em ressonância quando a admitância complexa é um 
número real. Então X (Rê + X2) = X,/(R2 + X2)e 


E (R$ + ol?) = MRE + 1/0202) D) 


Cada uma das cinco quantidades em (1) pode tornar-se variável para se 
obter a ressonância. 
Tirando em (1) o valor de Oy 


A [R - L/C (2) 


1 
% EO RZ-L/C 


R, Re 
Y 
E 


Figura 8-5 


Assim, a freqüência de ressonância @ do circuito em paralelo de dois 
ramos difere de R, L e C puros em paralelo pelo fator: 
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Afrequência deve ser um número real positivo; portanto, o circuito terá 
uma fregiiência de ressonância q, quando R2 > L/C e R$>L/C ou R? <L/C 


e R? <L/C. Quando RÊ = R2, = L/C, o circuito é ressonante para todas as 
frequências. Ver o Probl. 8.12 para este caso especial. 


Tirando em (1) o valor de L, obtemos: 


L=5€ [R + XO + VER = ar | 
ou, como Zo = VR + X2 


C? 
zal JZE R (3) 
L= 20| Rg ARÇXE | 
Se, em (3), Z4 > 4 R? X2, obtemos dois valores de L para os quais o 
circuito é ressonante. Se Zé = 4 R? X2, o circuito está em ressonância com 
se 5 CZ Quando Z4 < 4 R? X2, não há valor de L que torne o circuito 
ressonante. 


Tirando em (1) o valor de C, temos: 


C=2L l (4) 
Z + N RDG 


Se Zj > 4 R$ X2, temos valores de C para os quais o circuito é resso- 


nante. 
Tirando em (1) o valor de R,, temos: 
R, = Vo?LCRÊ — oL? + L/C (5) 
e tirando Ro, Ro + “R$/(0?LC) — 1/0202 + L/C (6) 


Se o radicando, em (5) ou em (6), for positivo, teremos um valor para R, 
ou para R, para o qual o circuito de dois ramos está em ressonância. 
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Fator de Qualidade Q 


O fator de qualidade de bobinas, capacitores e circuitos é definido por: 


Q = máxima energia armazenada 
energia dissipada por ciclo 


Nos circuitos das Figs. 8-6 e 8-7, a energia dissipada por ciclo é dada 
pelo produto da potência média no resistor (1 mas 2) JR pelo período T ou 1/f. 


Figura 8-6 


No circuito RL em série da Fig. 8-6 a energia armazenada máxima é 


E LI? ax Então, 


1 


2 Limax _ 2mfL _ oL 
@ /DÐDRA/A R R 


max 


Q = 2n 


Figura 8-7 


No circuito RC em série da Fig. 8-7, a energia armazenada máxima é 


J 1 2 x 
5 CV2 ou olmas O C. Então, 
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Num circuito RLC em série ressonante, a energia armazenada é cons- 
tante. Uma vez que, quando a tensão no capacitor é máxima, a corrente no 


indutor é nula e vice-versa, E Cie 5 LI ax Então, 


A corrente de um circuito RLC em série tem variação, em função da 
freqüência, semelhante à da admitância na Fig. 8-2(c). Na Fig. 8-8, repre- 
sentou-se a corrente do circuito RLC em função de œ ou após conveniente troca 
de escala, em função de f. Em w, a corrente I, é máxima. Estão indicados os 
pontos em que a corrente é 0,707 do valor máximo. As fregiiências corres- 
pondentes são 0), e ©- 


Como a potência fornecida ao circuito é I'R, quando I = 0,707 I, a 
potência é igual à metade do valor máximo, obtido em œ. Os pontos corres- 
pondentes a w, e q, são chamados pontos de meia potência. A distância entre 
esses pontos, medida em Hz (Hertz), é chamada largura de faixa B (em alguns 
textos a largura de faixa é indicada por BW pois, em inglês, largura de faixa é 
“BANDWIDTH?). 


rad/s 
Hz (o cp.s.) 


Figura 8-8 


O fator de qualidade pode, agora, ser definido em função da fregiiência 
de ressonância e da largura de faixa, assim (ver Probl. 8.13): 


A 9 A Fo ho 
° œ- fa-fı B 
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A frequência de ressonância q, é a média geométrica entre q, e q, (ver 
Probl. 8.6): 


a = "00, e fo = Vifo 


a 


O circuito em paralelo da Fig. 8-9 armazena energia constante na 
ressonância. Uma vez que, quando a corrente no indutor é máxima, a tensão no 


Figura 8-9 


capacitor é nula, e vice-versa, Lia 5 CV? ax Então, 


R 
Qo = GZ T AOR 


Lugares Geométricos de Impedâncias 


Os circuitos com um elemento variável são analisados conveniente- 
mente pelo emprego dos diagramas dos lugares geométricos de impedância. 
Como I = VY e V é geralmente constante, o lugar geométrico de Y descreve a 
variação de 1 em função do elemento variável do circuito. 


O circuito série da Fig. 8-10(a) tem uma resistência fixa e uma rea- 
tância variável que pode tomar valores positivos e negativos. Se admitirmos o 
plano da impedância Z formado por um par de eixos cartesianos R e X, o lugar 
da impedância Z para o circuito dado será uma linha reta, paralela ao eixo X e 
cortando o eixo R em R,, como mostra a Fig. 8-10(5). 


Podemos determinar o lugar da admitância Y para o circuito dado no 
plano Y, formado por um par de eixos cartesianos G e B. 
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X 
Z, 
Lugar de Z 
R 
(a) (b) Plano Z 
= aumento de X 
(c) Plano Y 
Figura 8-10 
Racionalizando e igualando as partes reais em (1), obtemos 
G 
R, = G + B2 
ou G? - G/R, + B2 = 0 (2) 
Somando 1/4 R,2 a ambos os membros de (2) e simplificando, 
(3) 


2 2 
En GR 
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Se compararmos a equação (3) com a forma padrão da equação de um 
círculo, conforme nos ensina a Geometria Analítica, (x — A}? + (y — kÈ = r, 


verificaremos que o lugar de Y no plano é um círculo com centro em (1/2R,, 0) e 
de raio 1/2R,. Ver Fig. 8-10(c). 


Cada ponto no lugar geométrico de Z tem um ponto no lugar de Y. A 
cada ponto do lugar de Z, acima do eixo R corresponde um ponto do semicírculo, 
abaixo do eixo G, no plano Y. E + œ do lugar de Z está na origem, no plano Y. 
Semelhantemente, a cada ponto abaixo do eixo R, no lugar de Z, corresponde 
um ponto do semicírculo, acima do eixo G, no plano Z. E — œ no lugar de Z fica 
na origem no plano Y. Observem-se as posições relativas de Z,eY,. As dis- 
tâncias de Z,eY, às respectivas origens são diferentes, enquanto os ângulos 
com os eixos horizontais são iguais, porém de sinais contrários. 


Para reatância indutiva fixa e resistência variável, como na Fig. 8-11(a), 
o lugar geométrico de Z é uma linha horizontal em X = X,, no primeiro 


quadrante do plano Z. Empregando o mesmo método acima, a equação do lugar 
de Zé 


G? + (B + 1/2X, È = (1/2X 2 (4) 
L, L, 


Comparando essa equação com a forma padrão da equação de um 
círculo, verifica-se que o lugar geométrico de Y é um círculo de centro em 
(O, — 1/2X, ,)) e raio 1/2X 71» DO plano Y. Ver Fig. 8-11(0). Entretanto, como o lugar 
geométrico de Z, na Fig. 8-11(b), é uma linha reta no primeiro quadrante do 
plano Z, somente o semicírculo do quarto quadrante do plano Y é a transfor- 
mação do lugar de Z para esse circuito. 


Lugar de Z 


(a) (b) plano Z (c) plano Y 


Figura 8-11 
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Quando uma reatância capacitiva pura está em série com uma resis- 
tência variável, como mostra a Fig. 8-12(a), o lugar geométrico de Z é uma 
linha horizontal para X = — Xcy no quarto quadrante do plano Z. Ver Fig. 
8-12(b). Empregando os mesmos métodos anteriores, a equação do lugar geomé- 
trico de Y é 


G + (B — 1/2X,) = (1/2X; } (5) 
1 1 


Comparando a equação (5) com a forma padrão da equação do círculo, 
verifica-se que o lugar geométrico de Y é um semicírculo de centro em 
(0, 1/2X) e raio 12X, no primeiro quadrante do plano Y. Ver Fig. 8-12(e). 


; Lugar de Z 


(a) (b) plano Z (c) plano Y 


Figura 8-12 


Lugar Geométrico da Corrente 


Consideremos o circuito em paralelo da Fig. 8-13(a), contendo, no 
primeiro ramo R, fixo em série com JX, e, no segundo ramo, R, fixo em série 
com JX, variável. A admitância total dos dois ramos em paralelo é 

Y; = Y, + Y, 


Na Fig. 8-13(b), somando o lugar geométrico de Y, do segundo ramo 
com o ponto fixo Y,, obtemos o lugar total de Yz- 
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(a) (b) 


Figura 8-13 


A corrente é obtida por I = VX e a Fig. 8-13(c) mostra que, à medida que 
a corrente fixa I, vai sendo somada aos diversos valores de L, vai-se obtendo o 
lugar geométrico da corrente total. O diagrama mostra, também, que existem 
dois valores de C para os quais a corrente total está em fase com V. 


A Fig. 8-13(c) mostra, também, porque, sob certas condições, não se 
consegue um valor de C que acarrete ressonância. Se o raio, 1/2R,, for reduzido 
a tal ponto que a curva não corte o eixo V, não haverá valor de Č que produza 
ressonância. Nos problemas que se seguem são examinadas outras aplicações 
dos diagramas dos lugares geométricos. 


Problemas Resolvidos 


8.1 Num circuito RLC em série, R = 10 ohms, L=5mHe C= 12,5 uF. Representar 
graficamente o módulo e o ângulo da impedância em função de œ, com œ 
variando de 0,8% a 1,20. 


Na ressonância, 


© = 0, = I/VLC = 1/N(65 x 10°X12,5 x 10®) = 4000 rad/sec 


Logo Z 
Como X,= 
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Xr, = @L = 4000(5 x 103) = 20 ohms 

Xo = 1/0950 = 1/(4000 x 12,5 x 10%) = 20 ohms 

Logo Z=R+jX - Xo) = 10 + j(20 — 20) = 10/0 
o (3) 


Como X, = @L e Xo = 1/mC, então X,/X, q = 0/0, e X/Zç0 = %0. Portanto, 
outros valores de X, Xç e Z podem ser calculados, em outras frequências. 


Na Fig. 8-14(a) vão tabeladas as reatâncias e impedâncias e a Fig. 8-14(b) 
é a representação gráfica pedida. 


© X, Xe VÁ 


3200 16 25 10 —j9 13,4/-42º 


3600 18 22,2 10-j42 | 10,8/-228º 


4000 20 20 10 10 jo: 
4400 22 18,2 10 + 73,8 10.7 PQ 8º 
4800 24 16,7 10 +77,3 124 [86 2º 
0 
z 5 40º 
(ohms) 90º 
14 Z p 
13 É 
12 —20º 
11 a 
F z -40 


4 + + + + 
3200 3600 4000 4400 4800 q (rad/s) 
Figura 8-14 
Aplica-se uma tensão V = 100/0º ao circuito em série do Probl. 8.1. Determinar 


a tensão em cada elemento para œ = 3600, 4000 e 4400 rad/s. Traçar o 
diagrama do fasor tensão em cada freqüência. 
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Para q = 3600 rad/s, I = V/Z = (100/0'/(10,8/-22.8º) = 9,26/22,8°. Então, 
Va = 9,26/22,8 (10) = 92,6/22,8°, V, = 9,26/22,8º(18/90º) = 167/1128, 
Vo = 206/67,2º 

Para q = 4000 rad/s, I (100/0)/(10/0º) = 10/0º. Então, 

Ve = 100/0º, V, = 10/0:(20/90º) = 200/90º, Vo = 200/-90º 

Para œ = 4400 rad/s, I = (100/0'/(10,7/20,8") = 9,34/-20,8'. Então, 

Va = 9,34/-20,8º (10) = 98,4/-20,8º, V, = 9,34/-20,8(22/ 90º) = 206/69,2º, 
Vo = 170/-110,8º 


Os três diagramas dos fasores tensão estão representados na Fig. 8-15. 


Observe-se que o módulo da tensão em cada elemento reativo de um 


circuito em série pode ser superior ao módulo da tensão aplicada, próximo 
da ressonância. 


-y I 
Ve Ea 
928 o Va 
22.8 RO UE doa =I 
V = 100/0 V = 100/0º 
VeN V, 
206 \ 167 v, i| v, 
200 || 200 
(a) œ=3600 (b) œ@=4000 (c) @=4400 
Figura 8-15 


8.3 Em um circuito em série R = 5 ohms, L = 20 mH e numa capacitância variável 


aplica-se uma tensão de frequência f = 1000 Hz. Determinar C para se obter 
ressonância em série. 


8.4 


8.5 


Na ressonân 


1 
“Lent? 
Uma tensão ' 


série constituí 
L até que a tei 


Como Ve =} 
máxima a co 
temente, 


= pe 


eZ=R=5M 


Vp=2/0'=: 


Dado um circu 
freguência de ı 


© = ILC 
e fy = 0/21 


Na freqüênce 
maior que a 
I= V/Z, /Z/ é 


temos /Z/= 1 
que cos 8 = R 


Xo-X,=R 


Substituindo 
fi = 145/27 = 


Em q,, freq 
maior que a « 


X,-Xç=R 


Substituindo 
rad/s e f,=5 


,26/22,8°. Então, 
= 167/112,8° , 


o 


+8'. Então, 


1 90º) = 206/69,2º, 


ados na Fig. 8-15. 
to reativo de um 
aplicada, próximo 


0=4400 


apacitância variável 
ar C para se obter 
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8.4 


8.5 


Na ressonância, as reatâncias são iguais, 2nfL = 1/2n/C. Então, 
ER 1 = 1 

L(enf? (20 x 10327 x 1000) 
Uma tensão V = 10/0º de frequência 1000 rad/s é aplicada a um circuito em 


série constituído de R = 5 ohms, C = 20 uF e uma indutância variável L. Ajusta-se 
L até que a tensão no resistor seja máxima. Achar a tensão em cada elemento. 


= 1,27 uF 


Como V} = RI, a tensão no resistor é máxima na ressonância, quando é 
máxima a corrente. Na ressonância, as reatâncias são iguais; conseguen- 
temente, 


D 1 
C 1000(20 x 1079) 


X= =500 X =509 


eZ=R=5/0. I=V/Z=(10/0)(5/0º) = 2/0º e 
Vp = 2/0º = 10/0º, V, = (2/0°X50/90°) = 100/90" e Vo = 100/-90º 


Dado um circuito em série em que R = 100 ohms, L = 0,5 H e C = 40 pF, calcular a 
frequência de ressonância e as frequências inferior e superior de meia-potência. 


@ = I/VLC = 1/N0,5(40 x 109) = 224 rad/s 
e fo= 0/21 = 35,7 Hz 


Na frequência de meia potência inferior, w,, a reatância capacitiva é 
maior que a indutiva, a corrente é 0,707 do seu valor máximo e, como 
I = V/Z, /Z/ é 1,414 vezes o seu valor em q. Já que, em ©), Z = 100, em q, 


temos /Z/ = 141,4 ohms. Por ser Z = 100 —Xa —X,) = 141,4/ 0, segue-se 
que cos 6 = R/Z = 100/141,4 = 0,707 e O = — 45°. Então, 


X.-X,=R ou VoC-oL=R a) 


Substituindo em (17) os valores dados e tirando œ}, obtemos q, = 145 rad/s, 
f, = 145/27 = 23,1 Hz. 


Em o, frequência superior de meia potência, a reatância indutiva é 
maior que a capacitiva, /Z/ é também 141,4 ohms e 6 = 45°. Então, 


X, -Xç=R ou mL — 1/0,C = R (2) 


Substituindo em (2) os valores e tirando o valor de œ, temos œ, = 345 
rad/s e f, = 55 Hz. 
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Como q, é a média geométrica de Dj € Oy, 


O = Vao, = V145 x 345 = 224 rad/sec 


8.6 Mostrar que œg, frequência de ressonância de um circuito RLC em série, é a 


média geométrica de q, e q», frequências de meia potência inferior e superior, 
respectivamente. 


Como no Probl. 8.5, Vo,C = QL = R em 0}, e€ @L — 1/0, = R em Oz- 
Logo, 


Va,C - œL = oL — 1/0,C (1) 
Multiplicando por C e substituindo og = 1/LC em (1), obtemos: 
Vo, - 0/0 = 0/0; — 1/0, ou tm, + 1/0, = (0, + 0,)/0; 


onde O = Vow. 


12 


8.7 Aplica-se uma tensão V = 100/0º, de frequência variável, a um circuito em 


série com R = 50 ohms, L = 0,05 H e C = 20 uF. Achar a tensão máxima no 
indutor, variando-se a frequência. 


O módulo da impedância em função de w é Z = VR? + (aL — 1/00}. 
Logo, o módulo da corrente é 7 = V/NR? + (@L — 1/00}. 


O módulo da tensão em L é 


V, = aLI = oLV/NR? + (oL — 1/00) 


Igualando a zero a derivada dV;/do e tirando o valor de œ, obtém-se o 
valor de œ quando V, é máximo 


dV, d 


do = g LVR? + oL? — 2L/C + 1/02 
do do 


(R2 + L? — 2L/C + 1/0 CHM 2LV — oLv3 (R2+ L- 2L/C + 1/0? CaL? — 2/0302) 


R2 + oil? — 2L/C + 1/0202 


Fatorando LV(R? + œL? — 2L/C + 1/0202) 12 em (2) e fazendo o nu- 
merador igual a zero, temos 


R? — 2L/C + 2/0202 = 0 


8.8 


ocorre aci 


O circuito « 
indutor, on: 
circuito. 


A admitânc 


RLC em série, é a 
inferior e superior, 


Vo,C = R em Oz 


(65) 


obtemos: 


2 
EF 03)/ og 


a um circuito em 
:ensão máxima no 


- (OL — 1/00). 
»º. 


de œ, obtém-se o 


Voa? -2/03C?) 


) e fazendo o nu- 


8.8 
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onde 


o =" 2 SUON 2 


COLO =R O 2 — R?C/L 


Como Q, = L/R = 1/0oCR, Q3 = L/R?C; substituindo no resultado 
anterior, temos: 


na 20% 
POLO aQ2S1 


Substituindo os dados, obtém-se: 


2 


1414 rad/ 
2(0,05/(20 x 109) — (50 x 20 x 109)? sae 


Assim, X, = QL = 1414 (0,05) = 70,7 ohms, Xo = 1/00 = 11414 x 20 x 10%) 
= 35,4 ohms e Z = 50 + (70,7 — 35,4) = 50 + 935,4 = 61,2/35,3'. Logo, 
I = VIZ = 100/61,2 = 1,635 ampères e V, max = 1,635 (70,7) = 115,5 volts. 
A equação de w mostra que, para Q elevado, a máxima tensão em L ocorre 
em Op = 1/NLC. Com Q elevado, em œ obtêm-se tensões máximas tam- 
bém em Re C. Para Q baixo, V œ máximo ocorre abaixo de q, e V; máximo 
ocorre acima. Ver o Probl. 8.28. 


O circuito da Fig. 8-16 representa a ligação em paralelo de um capacitor e um 
indutor, onde a resistência da bobina é R,. Achar a frequência de ressonância do 
circuito. 


A admitância total do circuito é 


Y 


ne | +joc 
R; + JoL 


soe o so 
R? + oL? R? + oL? 
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R, 
1/joC 
JoL 


Figura 8-16 
Na ressonância o termo em j é nulo, ou 
L SA | RÈ C 
= apso EC: d = E 
R? + oL? Po a E L 
Se a resistência do indutor for pequena, comparada com œL, a fre- 
quência de ressonância será dada por 1/NLC. 


8.9 Calcular a frequência de ressonância, Wo, do circuito da Fig. 8-17. Se o resistor 
do ramo RC aumentar, qual o seu valor máximo para o qual existe, ainda, uma 
frequência de ressonância? 


1 R? — L/C 
% = JEC PRECO 
1 1/6? — 103/20 x 109 
103 x 20 x 108 “420 103/(20 x 105) 
= 4540 rad/s 


Figura 8-17 


O numerador dentro do radical tem para valor 36 — 50 = —14. Portanto, 
para que exista uma raiz real, o denominador deverá ser negativo, isto é, 
R L/C ou Ro < 7,07 ohms. À medida que o valor de Ro se aproxima de 


7,07 ohms, a freqüência mo se aproxima do infinito. 


8.10 


8.11 


Se o valor 
aproximar : 


Determinar c 
frequência « 


A admitânc 


1 
2+% 


a 2 

z a + X2 
Fazendo 0 1 
10/125 = X 
As raízes d 


equação X; 
ressonante 


Determinar « 
rad/s. 


Na ressonê 


XM69,5 + 


I 


A 


m 


com @L, a fre- 


8-17. Se o resistor 
existe, ainda, uma 


= —14. Portanto, 
e negativo, isto é, 
- Se aproxima de 
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8.10 


Se o valor de R, aumentar, © tenderá para zero, à medida que R, se 
aproximar de 7,07 ohms. 


Determinar os valores de L para os quais o circuito da Fig. 8-18 é ressonante na 
frequência œ = 5000 rad/s. 


À admitância total é 


2 5 “(10 X, 
= + -orl tjj - 
4+ X% 125 125 4+% 
Fazendo o termo em j igual a zero, 
10/125 = X,/(4 + X?) ou X? — 12,5X, +4=0 (1) 
As raízes de (1) são X, = 12,17 e X, = 0,33. Substituindo esses valores na 


equação X, = wL, encontramos os valores de L para os quais o circuito é 
ressonante: L, = 2,43 mH e L, = 0,066 mH. 


J 


L 


Figura 8-18 


Determinar o valor de C que torna o circuito da Fig. 8-19 ressonante em œ = 5000 
rad/s. 


EEA 1 
T8 +j6 8,34- jX, 

(8 , 83 [fo 6 
100 ` 69,5 + X2 69,5 + X2 100 


Na ressonância a admitância complexa é um número real. Então, 


XoK69,5 + Xra)= 6/100 e Xe -16,7X,+695=0 
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donde X,, = 8,35 ohms. Substituindo em Xp = 1 q, e resolvendo, temos 
C=24 uF. 


8,34 


01010 


Figura 8-19 


8.12 Determinar os valores de R, e Rọ que tornam o circuito da Fig. 8-20 ressonante 
em todas as freqüências. 


O circuito é ressonante na freqüência 


1 NEEL 
Po = JEC 


Rê — L/C 


R, R, 


2 mH 


T 


Figura 8-20 


® pode ter qualquer valor sR? = Ro2 = L/C. Se L/C = (2 x 108V (80 x 10®)= 
= 25, temos R, = Ro = V25 = 5 ohms. 


Deixa-se como exercício para o estudante verificar este resultado para 
© = 2500 rad/s e œ = 5000 rad/s. 


8-13 Mostrar que, num circuito RLC em série, Q} = @ L/R = fB. 
Nas freqüências de meia potência a reatância total é igual à resistência. 
Na inferior, f}, a reatância capacitiva é maior que a indutiva. Então, 
1/2nf,C — 2nf,L = R, donde se obtém fi: 


Na superior, fo, à reatância indutiva é maior. Logo, 


8.14 


8.15 


2nfL-1 
Como B = 
Qo = fo/'B 
Calcular Q 
1 uF, empr 
VoCRe) 


A freguên 
0, = 1/NL 


Qo = 09L/. 
ou Q 


Do Probl. . 
= R. Subsi 


Infi x] 
Na superi: 
B =(745- 
Qo = fB: 


Representa 
8-21(a), em 


esolvendo, temos 


ig. 8-20 ressonante 


103 (80 x 109 


e resultado para 


al à resistência, 


ativa. Então, 
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8.15 


2nf L — 1/2nf,0 = R, donde se obtém fz: 

Como B = f, — fp B=R/2nL. Então, 

Qo = foB = 2f LIR = OLR. 

Calcular Q de um circuito em série constituído de R = 20 ohms, L = 0,05He C= 
1 uF, empregando cada uma das três expressões equivalentes para O: OL/R, 
VoçCRe fyB. 


A freqüência de ressonância é 
O = 1/ALC = 1/vV0,05 x 10® = 4470 rad/s e fo= 9/27 = 712 Hz. Então, 


Qo = O9L/R = 4470(0,05)/20 = 11,2 
ou Q= 1o,CR = 1/(4470 x 108 x 20) = 11,2 


Do Probl. 8.13 na freqüência inferior de meia potência, 1/27 fC- 2rf L = 
= R. Substituindo: 


1M2nf, x 10º) — 27 (0,05) = 20 e f, = 681 Hz 

Na superior, f,, 2nf9L — 1/2xf,€ = R. Substituindo, fo = 745 Hz. Então, 
B = (745 — 681) = 64 Hz. Assim: 

Q, = fB = 712/64 = 11,12 


Representar o diagrama do lugar geométrico da corrente, no circuito da Fig. 
8-21(a), em que X, é uma reatância indutiva variável. 


(b) Plano Y (c) Lugar de I 


Figura 8-21 
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O lugar geométrico de Y é um semicírculo de raio r = 1/2R = 0,1, como 
mostra a Fig. 8-21(6). 


O lugar geométrico da corrente é determinado por I = VY, onde V = 50/0º. 
Esse lugar é, portanto, semelhante ao de Y e tem valor máximo de 10 
ampères, quando X, = 0. Ver Fig. 8-21(c). 


8.16 Representar o diagrama do lugar geométrico da corrente, no circuito da Fig. 
8-22(a), em que R é uma resistência variável e a reatância capacitiva é fixa. 


O lugar geométrico de Y é um semicírculo de raio r = 1/2X, = 0,1. Ver Fig. 


8-22(b). 
I 
R 
soL0:(-)] 
-j5 
10 
(a) 
(b) Plano Y 
V 
(c) Lugar de I 
Figura 8-22 
O lugar geométrico da corrente é determinado por I = — VY, onde 


V = 50/0". Portanto, a corrente tem um valor máximo de 10 ampères, 
quando R = 0. Ver Fig. 8-22(0). 


8.17 Determinar o valor de R, que acarreta ressonância no circuito da Fig. 8-23(a). 
Representar o lugar geométrico de Y, para explicar os resultados. 


8.18 


A admitânc 


La 


Ya = 
E Rit 


Para que ł 
5/41 = 104 


que produz 


À admitânc 
semicírculo 
a susceptâãr 
do ramo va: 


Determinar « 
minar o valo 


A admitân: 
geométrico 
8-24(b). 


No ponto ir 


relação à te 
nária de Y, 


Y,=|0,1: 
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1/2R = 0,1, como 


Y, onde V = 50/0. | 
or máximo de 10 | 


no circuito da Fig. 
apacitiva é fixa. 


Xp = 0,1. Ver Fig. l 


`I = — VY, onde 


2 de 10 ampères, 


ito da Fig. 8-23(a). 
ados. 


A admitância total é 


E O Dna 4 a E e E OS 
T R, ,+jl0 4-j55 |R$+100 41 “41 Rê + 100 


Para que haja ressonância, o termo em j de Y deve ser nulo, isto é, 
5/41 = 10/R,2 + 100), donde R,2 = — 18. Não há, portanto, um valor de R; 


que produza ressonância. 


R, 4 
J10 -j5 
(a) (b) Lugar de Y,, 
Figura 8-23 


A admitância do ramo constante é 1⁄4 — J5) = 0,0976 + 70,122. O raio do 
semicírculo é r = 1/2X, = 1/20 = 0,05. O diâmetro, portanto, é 0,10. Como 
a susceptância capacitiva do ramo constante é 0,122, o lugar geométrico 
do ramo variável não corta o eixo real; logo, não há ressonância possível. 


Determinar o lugar geométrico da corrente no circuito da Fig. 8-24(a) e deter- 
minar o valor de Ro que acarreta um ângulo de fase de 45° entre Vel. 


A admitância do ramo constante é 1/R = 0,1 ohms. O raio do lugar 
geométrico semicircular do ramo RC é r = 1/2X,, = 1/8 = 0,125. Ver Fig. 
8-24(b). 


No ponto indicado na Fig. 8-24(c), a corrente está avançada de 45° em 
relação à tensão. Segue-se que devem ser iguais as partes real e imagi- 
nária de Y,. Como 


Y, = |0,1 + 


ás +j E segue-se que 
Rê + 16 “Irã + 16 | SEM q 


200 Circuitos Elétricos 


Re 4 deR | No primei 
0,1 + = de onde =2Q i 
R2 + 16 RZ + 16 c cada resist 
| Ve =IR=: 
t 
Re 
10 
-j4 
1 
(a) j Á 
| O diagram: 
; o ponto mé 
! O segundo 
j da corrent: 
8-27a). O 
ST) | tância, Vpr 
| se a tensão 
: Pe = | 
I=0,IV 
(b) Lugar de Y,, (c) Lugar de I, | 
Figura 8-24 
8.19 O circuito da Fig. 8-25 foi examinado no Probl. 6.18. Verificou-se, então, que o 
valor absoluto de V,, era constante, isto é, Vas = ive que o fasor V,p estava 
atrasado de 20 em relação à tensão aplicada V, sendo 9 = arc tg oL/R. Mostrar, l (a) 
graficamente, esses resultados. ! 
As tensões 
Quando L v 
Na Fig. 8-2: 
superpostos 
Figura 8-25 portanto, de 


em relação 


2u-se, então, que o 
o fasor V,, estava 


rc tg oL/R. Mostrar, 
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No primeiro ramo, Z = 2R, Y = 1/2R e a corrente I la = V/2R. A tensão em 
cada resistor é, então, 


Vp = IR = V/2 
(a) Vv 
L 
{b) so LER aR Vv 
N A M 
Figura 8-26 


O diagrama de fasores da Fig. 8-26 mostra as tensões Vna € Vma sendo A 
o ponto médio de V. 


O segundo ramo tem um semicírculo como lugar geométrico de Y. O lugar 
da corrente é, portanto, também um semicírculo, como mostra a Fig. 
8-27a). O diagrama dos fasores de tensão consta da tensão na indu- 
tância, Vpw e da tensão em R, Vyp- As duas tensões se somam, obtendo- 


se a tensão V. Observe-se que I, está atrasada de 90° em relação a V py. 


Lugar 1, 
(a) (b) 
Figura 8-27 
As tensões Van € Vyp São perpendiculares para todos os valores de L. 
Quando L varia de 0 a o», B se desloca de Ma N no percurso semicircular. 
Na Fig. 8-28, os dois diagramas fasoriais das Figs. 8-26(b) e 8-27(b) foram 
superpostos. Pode-se verificar que Vas é O raio 1 V do semicírculo e, 


portanto, de amplitude constante. Além disso, o ângulo 4 de atraso de V AB 
em relação a V é igual a 26, sendo 6 = arc tg oL R. 
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Figura 8-28 


8.20 O lugar geométrico da corrente total de um circuito em paralelo de dois ramos é ; 
o indicado pela Fig. 8-29. Determinar os elementos nos ramos e especificar qua! i AA: 
o elemento variável. 8.21 No circuito 
: são v= 70,7 
Resp.: R=2 


Lugar de I, 


Figura 8-29 

8.22 A fonte do cii 
O ponto inferior do semicírculo corresponde à condição de corrente nula, Hz. Para que 
no ramo variável. A corrente total nesse mesmo ponto, portanto, é inteira- ; Resp.: C=2 
mente devida ao ramo constante 1. Como essa corrente está atrasada em 

relação à tensão, o ramo constante deve conter R el, 


O lugar geométrico semicircular da corrente no ramo 2 mostra que a 
corrente está em fase com a tensão em seu valor máximo. Em todos os 
demais pontos, I, está atrasada em relação à V. O ramo 2, portanto, 
contém R, e L,, sendo L, uma indutância variável, como mostra a Fig. 
8-30. 
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Figura 8-30 


o de dois ramos é Problemas Propostos 


e especificar qual Ea E. : A ; s 
8.21 No circuito RLC em série da Fig. 8-31, a tensão e a corrente instantâneas 


são v= 70,7 sen (500t + 30°) e i= 2,83 sen (500t + 30°). Determinar R e C. 
Resp.: R = 25 ohms; C = 8 pF. 


Figura 8-31 
8.22 A fonte do circuito em série da Fig. 8-32 tem impedância 5 + j3 e frequência 2000 
le corrente nula, Hz. Para que valor de C será máxima a potência no resistor de 10 ohms? 
rtanto, é inteira- ; Resp.: C = 26,6 uF; P = 111 watts. 


stá atrasada em 


2 mostra que a aus 10 Q 
mo. Em todos os 
imo 2, portanto, 50/0º | E 


no mostra a Fig. 


Figura 8-32 
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8.23 


8.24 


8.25 


8.26 


8.27 


8.28 


8.29 


Um circuito RLC em série em que L = 25 mH e C = 75 uF tem um ângulo de fase 
de 25º atrasado para œ = 2000 rad/s. Para que frequência o ângulo de fase será 
adiantado? Determinar œg- 

Resp.: œ = 267 rad/s; q, = 730 rad/s. 


Em um circuito ALC em série com L = 0,5 H a tensão instantânea é v = 70,7 sen 
(500t + 30°) e a corrente instantânea é i= 1,5 sen (5009. Determinar os valores 
de Re C. Para que valor de q, o circuito será ressonante? 

Resp.: R = 40,8 ohms; C = 8,83 uF; q, = 476 rad/s. 


Uma tensão de frequência variável é aplicada a um circuito em série, onde R = 
10 ohms, L = 0,2 H e C = 40 pF. Calcular as frequências f,, fo e f, para as quais 
a corrente tem, respectivamente, as seguintes situações, em relação à tensão 
aplicada: avançada de 30°, em fase e atrasada de 30°. 

Resp.: f, = 54,0 Hz; fo = 56,3 Hz; f, = 58,6 Hz. 


O ângulo de fase em um circuito RLC em série em que R = 25 ohmse L=0,6H 
é 60° adiantado, sendo a frequência 40 Hz. Em que freqüência o circuito será 
ressonante? 

Resp.: fo = 45,4 Hz. 


Varia-se a freguência, no circuito em série da Fig. 8-33, até que a tensão no 
capacitor seja máxima. Sendo 100 volts a tensão eficaz aplicada, determinar a 
tensão máxima no capacitor e a frequência em que ela ocorre. 

Resp.: œ = 707 rad/s; Vo = 115,5 volts. 


5092 


1 z 
00/0º 0,05 H 


20 uF 


Figura 8-33 


O fator de qualidade do circuito do Probi. 8.27 era Q) = œ L/R = 1. Suponha 
R = 10 ohms, o que acarreta Q, = 5. Determine a frequência em que a tensão no 
capacitor é máxima. Repita para R = 5 ohms. 

Resp.: w = 990 rad/s; 998 rad/s. Nota. Para Q, = 10 pode-se admitir que as 
tensões máximas em A, L e C ocorrem todas na frequência de ressonância q, ou 


fo 


Para mostrar o efeito de Q na amplitude da corrente, próximo da frequência de 
ressonância, represente o valor absoluto de Y em função de q, para os dois 
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seguintes conjuntos de valores das constantes do circuito. Circuito 1: R = 5 ohms, 
L = 0,05 H e C = 20 uF. Circuito 2: R = 10 ohms, L= 0,05 He C=20 pF. 


8.30 No circuito em paralelo da Fig. 8-34, L = 0,2 H e C = 30 uF. Determinar a 
frequência de ressonância, supondo R, = 0, e compará-la com a freqüência de 
ressonância quando R = 50 ohms. 

Resp.: w, = 408 rad/s; @ = 323 rad/s. 


R, 


L 


Figura 8-34 


8.31 Determinar a frequência de ressonância, fp, do circuito em paralelo da Fig. 8-35. 
Resp.: fo = 159 Hz. 


79 

20 uF 
1 mH | 
Figura 8-35 


8-32 No mesmo Probl. 8.31, qual o valor de resistência que, em série com o capacitor, 
acarreta uma frequência de ressonância de 300 Hz? 
Resp.: Ro = 6 ohms. 


8.33 Determinar o valor de R, para o qual o circuito em paralelo da Fig. 8-36 é ressonan- 
te. 
Resp.: R, = 12,25 ohms. 


R, 100 
J10 -J5 
Figura 8-36 
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8.34 Para que valores de X, será ressonante o circuito em paralelo da Fig. 8-37? 8.38 Aplica-se 
Representar o lugar geométrico de Y para explicar o resultado. | reatância 
| diagrama: 
100 592 
| 
JX: -j10 | 
F 
Figura 8-37 | 


8.35 Qual o valor de R, para o qual o circuito da Fig. 8-38 é ressonante? Representar 
o lugar geométrico de Y que explica o resultado. j 


| 8.39 Aplica-se 
Resp.: Ro = 0. resistênc 
| gramas d 
| 8.40 No circuit 
| ção. Traç 
2,940 Re não se pc 

J11,7 912,5 

Figura 8-38 


8.36 O circuito em paralelo da Fig. 8-39 é ressonante quando Xo = 9,68 ohms 


ou Xc = 1,65 ohms Determinar o fasor corrente total para cada valor da à 
reatância capacitiva. 


Resp.: 1,83/0'; 3,61/0'. 


8.41 O circuitc 
o = 500 
geométrit 
Resp.: 2 


Figura 8-39 


8.37 Qual o valor de Ro que proporciona ressonância no circuito da Fig. 8-40? 
Resp.: Ro = 6 ohms. 


alo da Fig. 8-37? 


te? Representar 


tc = 9,68 ohms 
1 cada valor da 


Fig. 8-40? 
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8.38 Aplica-se uma tensão V = 50/0º a um circuito em série constituído de uma 
reatância indutiva fixa X, = 5 ohms e uma resistência variável R. Discutir os 
diagramas dos lugares geométricos da admitância e da corrente. 


100 R, 
jio -j2 
Figura 8-40 


8.39 Aplica-se uma tensão V = 50/0º a um circuito em série constituído de uma 
resistência fixa R = 5 ohms e uma capacitância variável C. Discutir os dia- 
gramas dos lugares geométricos da admitância e da corrente. 


8.40 No circuito em paralelo da Fig. 8-41, a indutância pode ser variada sem limita- 
ção. Traçar o diagrama do lugar geométrico da admitância, para mostrar por que 
não se pode obter ressonância. 


109 5Q 
JX. SE -J10 
Figura 8-41 


8.41 O circuito da Fig. 8-42 é ressonante para dois valores da capacitância C, quando 
œ = 5000 rad/s. Determinar esses valores de C e traçar o diagrama do lugar 
geométrico da admitância. 

Resp.: 20,6 uF; 121 uF. 


59 42 
S 0,6 mH c 
Figura 8-42 
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8-42 


8.43 


8.45 


Na Fig. 8-43, 1, é atrasada de 53,1º em relação à tensão aplicada, quando R = 
0. Se R = œ (circuito aberto), |, é avançada do mesmo ângulo. Construir o 
diagrama do lugar geométrico da admitância para ilustrar esta condição. Para 
que valor de Ro circuito é ressonante? 

Resp.: R = 6,25 ohms. 


L R 
100/0°_ so 
J6,25 AE -j8 
Figura 8-43 


Determinar o valor de R que torna ressonante o circuito paralelo da Fig. 8-44 e 
construir o diagrama da admitância para explicar o resultado. 


R 49 
J10 -j5 
Figura 8-44 


Qual a variação na reatância indutiva do Probl. 8.43, que torna possível obter-se 
ressonância com algum valor do resistor variável R? 
Resp.: X, = 8,2 ohms. 


Determinar o valor de R que acarreta ressonância em paralelo no circuito da Fig. 
8-45 e traçar o diagrama do lugar geométrico. 
Resp.: R = 5,34 ohms. 


já -j8 


Figura 8-45 
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8.46 


8.47 


8.48 


8.49 


8.50 


No Probi. 8.11 desejava-se tornar ressonante o circuito em paralelo, variando-se 
a capacitância C. Empregar o diagrama do lugar geométrico da admitância para 
mostrar por que só foi obtida ressonância com um valor de C e não com os dois 
valores usuais. 


O circuito em paralelo da Fig. 8-46 deve ser tornado ressonante pela variação de 
L. Construir o diagrama da admitância e determinar os valores de L que propor- 
cionam ressonância com œ = 5000 rad/s. 

Resp.: L= 2,43 mH; L = 0,066 mH. 


29 52 
L 20 pF 
Figura 8-46 


No lugar geométrico da admitância do problema 8.47, determinar o valor de L 
que acarreta corrente total mínima. Qual seria o módulo dessa corrente com uma 
tensão eficaz de 100 volts aplicada? 

Resp.: L = 2,95 mH; |, = 5,1 ampères. 


No Probi. 8.47 aplicar uma tensão V = 150/75º e calcular 1, para cada valor de 
L que tornou ressonante o circuito. 


Resp.:l,= 7,98/75";l,= 78,9/75". 


Figura 8-47 


No circuito defasador da Fig. 8-47, a tensão V 4g deve ser atrasada de 10° a 170º 
em relação à tensão aplicada V. Na frequência de 60 Hz, qual a gama de 
variação de R, que satisfaz ao desvio de tensão? 

Resp.: 46,4 a 6080 ohms. 
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8.51 Em cada uma das Figs. 8-48(a), (b) e (c) é fornecido um diagrama da corrente 


total solicitada pelo circuito que contém um elemento variável. Descrever o 
circuito que corresponde a cada caso. 

Resp.: (a) Um circuito de dois ramos em paralelo. Ramo 1: Re Xc fixos; ramo 2: 
R fixo e Xo variável. 


(b) Um circuito paralelo de três ramos. Ramo 1: Re Xe fixos; ramo 2: Xg fixo; 
ramo 3: R fixo e X, variável. 


(c) Um circuito paralelo de dois ramos. Ramo 1: Re Xç fixos; ramo 2: X, fixo e R 
variável. 


vV 
Lugaridetk, Lugar de I 
T 


(a) (b) (c) 


Figura 8-48 


8.52 Determinar as constantes do circuito e suas ligações, correspondentes ao lugar 


8.53 


geométrico da corrente indicado na Fig. 8-49, para œ = 2000 rad/s. 
Resp.: Ramo 1: R = 7,07 Q; L = 3,54 mH. Ramo 2: R= 7,07 Q; C variável. 


V=250/ 30° 


Figura 8-49 


Um circuito em paralelo de dois ramos tem o diagrama da corrente mostrado na 
Fig. 8-50. Qual a variação no ramo RL que faz com que o ponto A caia sobre o 
fasor tensão? 

Resp.: Fazer X, = 5,78 ohms. 
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V = 100/0° 


Figura 8-50 


8.54 Um circuito em paralelo de três ramos tem o diagrama das correntes mostrado 
na Fig. 8-51. Determinar todas as correntes do circuito, sendo œ = 5000 rad/s. 
Resp.: Ramo 1: R = 8,05 Q; L = 0,423mH. 

Ramo 2: R = 4,16 Q; C = 27,7 uF. 
Ramo 3: L = 2,74 mH; R variável. 


Lugar de L 


V = 150/-25º 


Figura 8-51 


Capítulo 9 


MAKRON ANÁLISE DE CIRCUITOS PELAS 
CORRENTES DE MALHA 


Introdução 


As fontes de tensão em um circuito elétrico ou estrutura produzem 
correntes em cada um dos ramos e consegiientes tensões nos elementos do 
circuito. À solução da estrutura consiste em determinarem-se as correntes nos 
ramos ou as tensões nos elementos. 


Correntes de Malha 


Para aplicação do método das correntes de malha escolhem-se percur- 
sos fechados simples para as chamadas correntes de malha, como mostra a Fig. 
9-1. Escrevem-se, então, no caso, três equações em função das incógnitas L: L 
e I, e resolve-se o sistema. A corrente em cada braço é então determinada 
diretamente por uma das correntes de malha ou por uma combinação das 
mesmas. 
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Capítulo 9 | 


ELAS 
TA 


Figura 9-1 Correntes de malha em um circuito. 


Assim, a corrente em Z, é I, e a corrente em Zp admitindo-se positivo 
o sentido para baixo, através da impedância, é I} — I. À corrente em qualquer 
ramo da estrutura é obtida de forma semelhante. A tensão em qualquer ele- 
mento de circuito será, então, o produto do fasor corrente no elemento pela 
impedância complexa. 


| Para se obter o conjunto de três equações, aplica-se a lei de Kirchhoff 
para as tensões a cada corrente de malha. Na Fig. 9-2 foi destacada a malha de 
I, e escreve-se, então, a equação que iguala a soma das quedas de tensão, ao 
1 
tura produzem longo da malha, às “elevações” de tensão. 
s elementos do | 
LZ, + (L - LZ, = V 1 
1s correntes nos 1a e RE aê A g 
A segunda malha não contém fonte; portanto, a soma das quedas de 
tensão é nula. 


lhem-se percur- 
10 mostra a Fig. 
incógnitas L, L, 
io determinada 
ombinação das 


Figura 9-2 


LZ + (L + 1)Zp + (1, — 1)Z, = 0 (2) 
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Aplicando a lei de Kirchhoff para as tensões à terceira malha, 


LZ: + (1 + LZ = Ve (3) 

Reunindo e reagrupando, 
(Za + ZL — Zl, =V; 9 
-Zgl, + (Zg + Zo + Zpl, + Z, =0 (2º) 
Zi, + (Zp + Zp% =V, (3º) 


Pode-se deduzir diretamente esse conjunto de equações. Considere- 
mos a primeira malha da Fig. 9-2. Toma-se o sentido horário para a corrente I, 
e todas as quedas de tensões nos elementos dessa malha, produzidas por L, são 
positivas. A corrente de malha I, da segunda malha também circula em Zp 
porém em sentido oposto a I,; assim, a queda de tensão em Z » produzida por IL 
é - ZpL,. A tensão V A é positiva porque tem o mesmo sentido de I,. Feitas estas 
considerações, aplicando-se a lei de Kirchhoff à malha um, obtém-se a equação 
(1º. As equações (2" e (3) são obtidas de maneira semelhante. 


As expressões elevação de tensão e queda de tensão são mais ade- 
quadas aos circuitos de corrente contínua, onde seu significado é mais claro do 
que nos circuitos com excitações senoidais, nos quais tensões e correntes instan- 
tâneas assumem valores positivos e negativos. Em regime estacionário se- 
noidal, segundo a 2º lei de Kirchhoff para as tensões, aplicada a um circuito 
fechado, resulta uma igualdade com fasores, em que a soma dos fasores das 
tensões nas impedâncias da malha é igual à soma dos fasores de todas as fontes 
de tensão agindo na malha. 


Escolha das Correntes de Malha 


Aplicando o método das correntes de malha, é possível simplificar-se a 
solução de um dado problema pela escolha conveniente das malhas no circuito. 
Se, na Fig. 9-1, desejássemos apenas determinar a corrente no ramo que 
contém Zp, seria conveniente deixar apenas uma malha passar em Zp. Pre- 
cisamos, assim, determinar apenas 1. A Fig. 9-3 mostra as novas malhas 
escolhidas. 
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Figura 9-3 


O conjunto de equações das correntes de malha é 


(Z, + Zl + ZL =V; 
ZA, + (Za + Ze + Zp, + Zpl, = Vi 
Zp + (Zp + LOL = Vg 


Quaisquer que sejam as correntes de malha escolhidas, cada elemento 
de circuito deverá ser percorrido pelo menos por uma corrente, e não tem como 
haver dois ramos com a mesma corrente ou igual combinação algébrica de 
correntes. No parágrafo seguinte, são apresentadas regras que indicam o nú- 
mero de correntes de malha necessário para a resolução de um circuito; um 
número inferior de correntes não será suficiente. 


Número Necessário de Correntes de Malha 


Para um circuito simples e plano, o número de correntes de malha 
necessário é evidente. As estruturas mais elaboradas exigirão um método que 
forneça o número necessário de equações. Um estudo aprofundado desta 
questão nos conduz à uma bonita área no estudo de Circuitos Elétricos, denomi- 
nada Topologia de Redes Elétricas. Veremos a seguir um pouco deste assunto. 


A Fig. 9-4(b) mostra o gráfico da estrutura, onde os nós são pequenos 
círculos e os ramos foram substituídos por linhas. A seguir, a Fig. 9-4(c) mostra 
a árvore da estrutura, obtida com a inclusão apenas de ramos que não formam 
percursos fechados. A árvore da estrutura não é única. As linhas cheias da Fig. 
9-4(c) chamam-se ramos da árvore e as tracejadas, ramos de ligação. Cada 
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ramo de ligação completa um percurso fechado. O número de correntes de 
malha exigido pela estrutura é igual ao número de ramos de ligação, 4. 


(a) 


(b) 


Figura 9-4 Estrutura, gráfico e árvore. 


Obtém-se o mesmo resultado “cortando” os ramos do circuito original, 
de modo que cada corte “abra” um percurso fechado. Quando não houver mais 
percursos fechados a abrir, o número de cortes feitos indicará o número neces- 
sário de correntes de malha. 


Um terceiro método consiste em contarem-se os ramos e nós da estru- 
tura. O número necessário de correntes de malha é dado por 


Número de equações = ramos — (nós — 1) 


A estrutura da Fig. 9-4(a) contém sete ramos e quatro nós. O número 
de correntes de malha é 7 -(4-1)=4. 


Equações 


Em n: 
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Equações das Malhas 


Em notação geral as equações de um circuito de três malhas são: 
Zal, + Zl + Zl =V 

+ Zab + Zb £ Zl = Vo 

t Zal + Zl + Zyl = V 

Z é a impedância da malha um, igual à soma de todas as impedâncias 


que I} percorre. Z,, e Z, são as impedâncias das malhas dois e três, dadas 
pelas somas das impedâncias das respectivas malhas. 


Z é a soma das impedâncias comuns às correntes de malha I, e L. 


Segue-se que Z,, Z, Às impedâncias Z3 Zy Zog € Zag são as somas 
das impedâncias comuns às correntes de malha indicadas por seus índices. O 
sinal positivo aplica-se caso as duas correntes percorram a impedância comum 
no mesmo sentido. Caso contrário, o sinal é o negativo. 


V, éa soma de todas as tensões de geradores na malha um. O sinal será 
positivo se a fonte debitar no sentido da corrente de malha e negativo se em 


sentido contrário. V, e V, são as somas das tensões das fontes das respectivas 
malhas. 


Exemplo 1 Escrever as equações das correntes de malha do circuito da 
Fig. 9-5. 


5/30º 


Figura 9 5 
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As correntes de malha estão traçadas no diagrama do circuito. Como não 
existe gerador na malha um, a soma das quedas de tensão é igual a zero. 


L8) + (1, — 1)10 + Œ —- 195 = 0 


A fonte de 5/30º volts da malha dois debita em sentido contrário ao da 
corrente de malha; seu sinal é, portanto, negativo. 


LGL + (E, — L)8 + (1, — 1910 = — (5/30°) 
Aplicando à terceira malha a lei de Kirchhoff para as tensões, obtemos 
L8 + 4) + (1, — 195 + (E, — L)8 = 10/0) 


Reagrupando os termos, o conjunto das três equações fica sendo: 


(15 — j8)L - 101, — 54 =0 
- 101, + (18 +j9L — 81, =-(5/80º) 
-51 — 8L + (16 +j4 I,  =-(10/0º) 


Compare-se o grupo de equações acima com as equações do circuito de 
três malhas, dadas em notação geral. A impedância da malha um é 
Z,, (5 + 10 — j8) = 15 —;8. A impedância comum às malhas um e dois é 
Z = 10. Entretanto, o sentido de L é oposto ao de I}; então, o sinal de Ziz 
é negativo. Da mesma maneira, a impedância comum às malhas um e 
três é Z,; = — 5. Observe-se que Z,, = Z,,, Z,, = Zg; € Zog = Zog- 


A tensão do gerador na malha dois é 5/30º, porém seu sentido é contrário 
ao da corrente na malha; portanto, seu sinal é negativo. Cada termo do 
conjunto de equações acima pode ser comparado com a notação geral. 


Matrizes 


Matriz é um arranjo de números ou de funções, dispostos em forma 
retangular (linhas e colunas), encerrados em um par de colchetes e sujeitos a 
determinadas regras de operação. Na matriz, 
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os números ou funções a, são seus elementos. Um elemento a, está na linha i e 
na coluna j. Esta matriz, de m linhas e n colunas, é de ordem “m por n” ou 
“m x n” e é chamada “matriz A” ou “matriz A de m x n” ou matriz “Tajl de 
mxn”. 


Duas matrizes só serão iguais se uma for a exata reprodução da outra. 


Soma de Matrizes 


Duas matrizes de mesma ordem podem ser somadas ou subtraídas; se 
as ordens forem diferentes, essas operações não poderão ser efetuadas. 


A soma (diferença) de duas matrizes m x n, A = [a,;] e B = [b,], é uma 
matriz C de m x n em que cada elemento é a soma (diferença) dos elementos 
correspondentes de A e B. Assim, 


A+B-la, + bj 
Exemplo 2 SeA -|3 ; 3] e B - fo 1 | então, 
ap a 
A-s-[4 2 4] 
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Multiplicação de Matrizes 


O produto A x B, nessa ordem, da matriz A delxm = la, aig Mg am] 


pela 
by 
bo; 
matriz B dem xi = ba, |éamatriz C de 1x1 
bmi 
11 
C = [a Qia mx e = [abi + agbo +... + aba = 


m 
= > air Dhi 
k=1 


Observe-se que cada elemento da linha é multiplicado pelo elemento 
correspondente da coluna e os produtos são somados. 


2 
Exemplo 3 [1 3 5]| 4| = [1(2) + %4) + 5-2) = [4] 


O produto AB, nessa ordem, da matriz A de m xs = [a;;} pela matriz B 
desxn= [b;;] é a matriz C dem xn = [c,], onde 


Exemplo 4 |22 a2 =| OD t agba] 49h19 + aogb 


b 


Qi %a bb 
1 
22 


| On tajba Dip + G19Do9 


Gg, a32 Ob t 0390, Ogba + Agabo 


Duas 
só é definido c 
B. Portanto, s 
produto AB é. 
for, também, é 


Inversão 


Num 
algarismo ma 


Por € 
inversão. Em 
inversões, po? 
portanto, há « 
algarismo 2 p 


Determin 


Tome 


: Oyo Tg... am] 


+ mb mil E 


pelo elemento 


pela matriz B 


Aigba 
‘Aoba 


‘azaba 
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3 Eres I 31, + 5%, — 81, 
Exemplo 5 |2 1 6[|b|=|21, + 11, + 61, 
8 TI] jar 66 477, 


Exemplo 6 


5 B/|8 -2 6] _[5(8)+ 3X 5-2) + 3X0) 56) + (-3X9) 
4 2117 0 9) |48) + X7 4(-2) + (2X0) 46) + 2(9) 


Ag =10: 3 
“l46 -8 42 


Duas matrizes A e B só podem ser multiplicadas, isto é, o produto AB 
só é definido quando o número de colunas de A é igual ao número de linhas de 
B. Portanto, se A for, por exemplo, uma matriz 3 x 2 e B for uma matriz 2 x 5,0 
produto AB é definido, mas não o é o produto BA. Se D for uma matriz 3x 3e E 
for, também, 3 x 3, ambos os produtos, AB e BA, serão definidos. 


Inversão 


Num arranjo de algarismos positivos existirá uma inversão quando um 
algarismo maior preceder um menor. 


Por exemplo, em 132, o algarismo 3 precede 2; há, portanto, uma 
inversão. Em 321 o algarismo 3 precede 2e 1,e0 algarismo 2 precede 1; há três 
inversões, portanto. Em 4213, 4 precede 2, 1 e 3 e o algarismo 2 precede 1; 
portanto, há quatro inversões. Em 3421, 3 precede 2 e 1, 4 precede 2e leo 
algarismo 2 precede 1; há, portanto, cinco inversões. 


Determinante de uma Matriz 


Tomemos n elementos da matriz n quadrada 
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e formemos um produto a 


Portanto, o determinante de uma matriz n quadrada, escrito IAl,é a 
soma de todos os n! produtos de sinal diferente que podem ser formados com os 


elementos de A. 


O determinante de uma matriz quadrada de ordem n chama-se deter- 


minante de ordem n. 


ai 
Exemplo 7 

a21 

2 
Exemplo 8 |a,; 
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O menor de um elemento a; de um determinante de ordem n é o 
determinante de ordem (n — 1) obtido quando se eliminam a linha e a coluna 
que contêm esse elemento. O menor de um elemento a; se designa por IM y! : 


O menor com seu sinal, (1) IM l> chama-se cofator de a; e se 


designa por Asp 


Menores e Cofatores 


yi “oo “gg 


a. 

nj? 
elemento pertença a uma linha e um, e apenas um, elemento pertença a uma 
coluna. Observe-se que a seqüência dos primeiros índices é, por conveniência, 
na ordem 1, 2, ..., n; portanto, a seqüência Jy Joy --» J, dos segundos índices é 
uma das n! permutações dos algarismos 1, 2, ..., n. Dá-se ao produto o sinal + ou 
— conforme seja par ou ímpar o número de inversões dos segundos índices. 


= A112233 — 011023032 — Molas 


+ C90o503, + Qgloyãas — Ay Ag9051 


de modo que um, e apenas um, 


Exempl 


Para o dı 


IMi = 


Valor de u 


O vak 
obtidos, multi 
pelo seu cofatc 


é a expansão « 


Exemp. 
1 4 
RA | 
3 5 


= 3(4(€ 


Exemp 


Exemp 


- € apenas um, 


artença a uma 
conveniência, 
ndos índices é 
itto o sinal + ou 
os índices. 


scrito lAl, éa 
‘mados com os 


ama-se deter- 


Z @12221033 


— Aiga] 


ordem n é o 
ha e a coluna 
a por IM). 


r de aj e se 
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Exemplo 9 
dq Wa Gy 
Para o determinante de 3° ordem 141 = |@o Gy Goal, 
Ya Gg ag 
1% ass "r| au  Qig 
ME a OEE a aa) TO A, 
31 32 31 32 31 “32 


Valor de um Determinante 


O valor de um determinante IA! de ordem n é a soma dos n produtos 
obtidos, multiplicando-se cada elemento de qualquer linha ou coluna escolhida 
pelo seu cofator. Assim, 


A a Aig 
IA] = [094 Goo Cos] = Ao + GogÃoo + UggÃgo 


a31 Q32 gs 
Re a21 a23 Giu ais E Qi ais 
TTS 22 — “ag 

E “ag ayy ag toy Log 


é a expansão de lA] pela segunda coluna. 


Exemplo 10 
14d 
Ava ST Ad E 1 4 
2 1 -6| =3 | | -5 +o | | 
3 5 0 1 —6 2 —6 2 i 
= 3{4-6) —- 7(D} — 5{1(-6) - (2) +0 = 7 
3 5 8 a 
Exemploll |1 0 2| = —5 | | = 5[1(3) - XA} = 25 
4 3 
4 0 3 
4 7 2 as 
Exemplol2 |o 5 oļl=5 = 5(4(-3) — (-2X8)} = 20 
8 2 -3 e 
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Propriedades dos Determinantes 


Se duas linhas ou colunas de um determinante são idênticas, o valor do 
determinante é zero. Por exemplo, 


1 8 1 
-4 2 —4| =0 
6 1 6 


Multiplicando-se cada elemento de uma linha ou cotuna de um deter- 


minante por qualquer número k, o determinante fica multiplicado por k. 
Por exemplo, 


3 -4 2 6 -8 4 3 -4 4 
2|-1 5 O =| 5 0 =| 5 0 
2 6 7 2 6 7 2 6 14 


Trocando-se as posições de duas linhas ou colunas de um determinante, 
troca-se o sinal deste. Por exemplo, 


1 4 7 4 et 3 -6 9 
—2 5 8&=-| 5 2 8/=2 5 8 
3 -6 9 -6 3 9 1 4 7 


Se cada elemento de uma linha ou coluna for expresso como a soma de 
dois ou mais números, o determinante poderá ser escrito como a soma de 
dois ou mais determinantes. Por exemplo, 


3 I 5 3 -9+2 5 
2 4 -5|=;2 4+0 SS = 
1 6 8 1 8-2 8 
3 -9 5 3 2 5 
= |2 4 -5j +]2 0 Ss 
1. 8 8 1 -2 8 


Somando-se aos elementos de qualquer linha (coluna) k vezes o elemento 
correspondente de qualquer outra linha (coluna), o valor do determinante 
não se altera. Por exemplo, 


1 9 -3 1 94353) -3 1 0 3 
4 6 2)=/4 6+3-2) -2|=]4 o q 
-3 1 5 -3 1+ 35) 5 -3 16 5 


Resolução 
Regra de € 


O siste 


pode ser escrit 


O valo 
do por x, se cas 
dade 2). 


Agora, 
somemos x, VE 
elemento corre 


xA, F 


ou 


:as, o valor do 


de um deter- 
iplicado por k. 


4 
0 
4 


leterminante, 


9 
8 
7 


no a soma de 
mo a soma de 


3 2 5 
2 0 
1 -2 8 


es o elemento 
determinante 


-3 
-2 
5 
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Resolução de Equações Lineares por Determinantes — 
Regra de Cramer 


O sistema de três equações lineares a três incógnitas x,, x, € x, 
CX + ajto + Mg = kı 
Qo¥y + Gogão + Aggkg = ko 
Oak, + Uggão + dagkg = Rg 


pode ser escrito sob a forma de matrizes 


On a a]|% kı 
Aa A 3| |%o) = |F 
Q31 Ya gg] |%s ks 


O valor numérico do determinante dos coeficientes, A , fica multiplica- 


do por x, se cada elemento da primeira coluna for multiplicado por x, (proprie- 
dade 2). 


Giu Gig ag Tt Co #3 
A, = |22 Co Gg) e xÃ = |221 Goo Cos 
E Uza Cas Est Loo gg 


Agora, a cada elemento da primeira coluna deste último determinante, 
somemos x, vezes o elemento correspondente da segunda coluna e x, vezes o 
elemento correspondente da terceira coluna (propriedade 5). Então, 


(OX + Oigo + Mk) Oo Gg ky Mp 3 
LA, = |(O] + Agg + Aot) Goo Cos) = |ko Goo og 
(a1 + Ago + Agag) Ago 33 ks do Og 


ou x, = 
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desde que A, + 0. Da mesma maneira, tem-se: 


do ao ko 
SE z Ag ag kz 
Drs ST A 


Este método, chamado Regra de Cramer, pode ser aplicado a qualquer 
sistema de n equações lineares a n incógnitas, desde que o determinante dos 
coeficientes seja diferente de zero. 


O Método das Matrizes e a Análise de Circuitos 


As equações das correntes de três malhas 
Zah £ ZA + ZL = V 


tZ + ZA + ZA = V 


23*3 2 
tZal + Z + Z = V; 
são escritas agora sob a forma de matrizes 
Za + Zə Ł Z|! L V, 
tZ Ly t Z%]||Ļ]=] V 
t Za EZ  Za]]| i V; 
ou [Z] [H = [V] 


que se designa como lei de Ohm sob a forma de matrizes, onde [Z] é a matriz 
impedância, [F] a matriz corrente e [V] a matriz tensão. 


As correntes de malha L, L e I} são encontradas pelas relações de dois 
determinantes. 


Se o « 
elementos da c 
equações para 


Os ter 
nentes fasores 
corrente de m 
VMA) devi 


Impedânc 


Seja u 
terminais exte 
V, e chamemo 
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Vi th, =Z Za Vi tZ 
V, Loo t Los t Za V t Za 
é Va + Zy das L = t Za V; Z3 
E A, A, 
Zy tZk V 
+ 
do a qualquer fas Za Na 
ərminante dos = tZy tZ V3 
po A 


Se o determinante numerador de cada uma for desenvolvido pelos 
elementos da coluna que contém as tensões, obteremos o seguinte conjunto de 
tos equações para as correntes de malha: 


Ay 1 Ag Q) 
L = vf + vfz + E 

Aiz 2 Asa (2) 
L = E + f2 + de 

A A 3 
I = vf & fa + ES il 


Os termos dos segundos membros das equações (1), (2) e (3) são compo- 
nentes fasores que resultam das várias tensões de excitação. Assim, em (1), a 
corrente de malha E, consta de três partes: V;(A,//4,) devida à tensão V}; 

i V (43;/4,) devida à tensão V, e Vy(A,;/4,) devida à tensão V.. 


[Z] é a matriz Impedância no Ponto de Excitação 


lações de dois i : 3 ê 
Seja um circuito passivo, ou isento de fontes de alimentação, com dois 


terminais externos, como mostra a Fig. 9-6. Apliquemos aí uma fonte de tensão 
V, e chamemos {Į} a corrente de malha resultante. 
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Figura 9-6 


Como não há outras fontes no circuito, a equação da corrente de malha 


A A 
2 u 21 —81 = = 
L= a + ofz) of» R v 
A impedância de entrada ou impedância no ponto de excitação é a 


relação entre a tensão aplicada V, e a corrente resultante I. Assim, 


Za = Vy = 4/4, 


(enl 
=. 
O 


Define-se a impedância de entrada de um circuito (com elementos 
passivos e ativos) como sendo a impedância apresentada pelo circuito nos 
terminais especificados, quando todas as fontes são substituídas por suas res- 
pectivas impedâncias internas. Assim, a relação A/A, é a impedância no ponto 
de excitação da malha um (independentemente de ser a estrutura passiva ou 
ativa) e sua unidade é o obm. 


Impedância de Transferência 


Uma fonte de tensão que excita uma malha produzirá uma corrente em 
cada uma das outras malhas da estrutura. Impedância de transferência é a 
relação entre uma tensão de excitação em uma malha e a corrente resultante 
em outra malha, anuladas todas as demais fontes. 


Seja < 
I A é a corrente 


O índ 
ação, isto é, a 
determinante 
índices que a 


9.1  Escolhid 
correspc 


Aplican 
I(2 SE 
Lo) - 
I(10) - 
Reagru 
(T+) 
—. 

—{ 


que, sol 


"ente de malha 


excitação é a 
sim, 


om elementos 
o circuito nos 
3 por suas res- 
ância no ponto 
Wra passiva ou 


ta corrente em 
"sferência é a 
ate resultante 
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Seja o circuito da Fig. 9-7, onde V, é a tensão de excitação da malha r e 
I, é a corrente produzida na malha s. Então, 


— Ars 0 An y FAN 
ms H EEO A: 
; Licanst (rs) 7 VA, =AA (O) 


Zz rs 


O índice duplo na impedância de transferência, rs, indica o sentido da 
ação, isto é, a fonte está na malha r e a corrente resultante está na malha s. O 
determinante do denominador é o cofator da posição rs, A» com os mesmos 
índices que a impedância de transferência. 


Problemas Resolvidos* 


9.1 Escolhidas as correntes de malha indicadas na Fig. 9-8, escrever as equações 
correspondentes a essas correntes e colocá-las sob a forma de matrizes. 


Aplicando a lei de Kirchhoff para as tensões, a cada uma das três malhas, 
L2 - j2) + (1 - g5) + (1 — 195 = 10/0º 
LAO + (L — LX2 — 52) + (L — L05) = <5/809 
110) + (1, — I)65) + (1, — LX2 — j2) = —10 /90º) 
Reagrupando os termos, 
(7 + jÐ — g5), — © = 10/0º 
“jo, + (42 + j3) - (2 — JL = -5/809 
+), — (2 - j2), + (17 — j2)L, = —(10 /90°) 


que, sob a forma de matriz, dão 


* N. R. Nos problemas que se seguem os elementos são dados em ohms e as fontes de tensão 
em volts. 
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T+ j8 -j5 -5 ]|h 10 /0º 
-j5 12 +j3 -2 -j2||L]|= | -5/809 


-5 —(2 — j2) 17-21 


3 - (10 /90º) 


10 EM 10 
Figura 9-8 


9.2 Pela inspeção do circuito da Fig. 9-9, escrever as equações das correntes de 
malha, sob a forma de matrizes. 


Figura 9-9 


Os termos da matriz impedância são determinados a partir de suas 
definições. A impedância da malha um, Z, é a soma de todas as impe- 
dâncias na malha, (R, + R, +joL, +Z iz). O elemento Z,» impedância 
comum às correntes de: malha um e dois, é Z, com sinal positivo, já que as 
duas correntes de malha passam por ela no mesmo sentido. A matriz 
corrente consta simplesmente de H, I, e L. A matriz tensão é, portanto, 
constituída pelas tensões excitadoras É malhas. À equação pedida das 
matrizes é, então, 


9.3 


9.4 


Rj + R> 


Achar a 
circuito. 


Escolhe 
pela for 


A potêr 
potênci 
no resi 
watts, 1 


Para o 
indica a 


As equ. 


10 —. 
10 


as correntes de 


artir de suas 
odas as impe- 
» impedância 
tivo, já que as 
ido. A matriz 
io é, portanto, 
ão pedida das 


= med 


9.3 


9.4 
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R,+R,+ joL, + Z) Zy -R; L V, 
Zg (Ro + R + jalg + Z) R3 L| = Vs 
=R, Ro (Ri + Ro + Zp) |L 0 


Achar a potência de saída da fonte da Fig. 9-10 e a potência nos resistores do 
circuito. 


10 


50/0 (=) 


Q 
~. 
R 


Figura 9-10 


Escolhemos as correntes de malha como mostra o diagrama, de modo que 
pela fonte circula apenas uma corrente. Então, temos: 


at odio 


e 
500 5 10 -j5 500 
0 3 -j1 J5 0 
I = —— - L = 
10 — j5 j5 A 
j5 3-jl 
_ 150 - 50 _ : o 250 _ : 
1 = 0-5 Dos — 2,88 [8,14 L=5 É jog É 4,47 |- 63,4 


A potência da fonte é P = VI cos 9 = 50 (2,83) cos (8,14°) = 140 watts. A 
potência no resistor de 10 ohms é P,, = (1)? 10 = (2,832 10 = 80 watts, e, 
no resistor de 3 ohms, P, = (1) 3 = 60 watts; sua soma, 80 + 60 = 140 
watts, é igual à potência de saída da fonte. 


Para o mesmo circuito do Probl. 9.3, escolhendo as correntes de malha como 
indica a Fig. 9-11, determinar a potência de saída da fonte. 


As equações das correntes de malha sob a forma de matrizes são 


10 — j5 10 1h) |50/º 
| 10 a EE o 
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Então, Escolhid 
| são indej 
| 50 /0º 10 | 
50/0" 13 +j4 150 + ;200 À 10 /30º 
h=n0-5 10 | G-p = 447/97 0 
10 13 + j4 ! 0 
a -j5 50/0 | donde se 
10 50 /0º 250 i 
L = A, — 50 — j25 Z 4,47[-63,4º 5 L Ts 226 
1C 
m 22X 
Lee 
3 K 
so/0(-) i Então, 
3 j4 
L= 
Fi a 9-11 
ji L= =L 
No ramo da fonte circulam as duas correntes de malha. Então, 
! I.=1I 
150 + j200 1250 \_ : à EO 
ita Alas 50 — 525 É E E E) = 2,83 BIE 9.6 Na estrut 
? : = represent 
e a potência da fonte é P = VI cos 6 = 50(2,83) cos 8,14º = 140 W. ` se anule 
9.5 O circuito da Fig. 9-12 tem as tensões indicadas entre cada par das três linhas. podem se 


Determinar as correntes | al 


Bele 


Figura 9-12 


remo 
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9.6 
tO W. 


das três linhas. 


Escolhidas as correntes de malha indicadas no diagrama, as correntes 
são independentes. Isso se verifica quando se escreve a matriz: 


10 /30º 0 0 1 | |220/120º 
0 10 /30º 0 L|=| 220/0 
0 0 10/80] |1,| | 220 /240º 


donde se tiram as três correntes: 


220 (120º 900, e 220/0 130, 
10 /80º 10 80° 


_ 220 [240 o, 210° 


I 
* 1080 


Então, 
A = 1 — L = (22/90º — 22 210º) = 38,1 60º 


p = L - L = (22/430 — 22/90") = 38,1 /-60° 


Cam! 
II 


[52] 
1! 


Can! 
Il 


c = L - L = (22/210 — 22 /-30°) = 38,1 /180° 


Na estrutura de quatro malhas da Fig. 9-13, as correntes de malha são as 
representadas. R e os dois capacitores iguais de C farads são ajustados até que 
se anule a corrente em Zp. Nessa situação mostre que as incógnitas R, e Ly 
podem ser expressas em termos de A, C e da freqüência da fonte, œ rad/s. 


Figura 9-13 
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As equações de malha sob-a forma matricial são: 
A A. a 
| (Ex +a Ha fs) -Ry 0 
L| | Vg 
1 1 1 1 
ac) f ptal) É [ae] Iz 0 
-Rx 0 (Rx + JoL) GoL) Is 0 
Bis E TM E > L 0 
0 E a5) (foL) [ne +jwLy + o) 
Exprimimos L,, corrente em Z, sob a forma de determinante e tornâmo-la 
igual a zero. 
1 1 
Ír, t aC +z) “(ne -R, V 
1 1 1 
— | TA k + PER a) 0 0 
-R, 0 (R, + JoL) 0 
0 e GaL) 0 
Joc E 
L= =0 
A 


Desenvolvendo o numerador pelos elementos da quarta coluna, temos: 


Como esse determinante deve ser nulo, 


(RIR + 1jaC + 1jaCKjaL) - L/jaCX-VjoCKR, + jaL,) = 0 


9.7 


9.8 


donde 


Determinar 


Escolhemc 
ções corre: 


6 — j8 
-(3 — j4 


220 


As corren 
= (25,4/83' 


Empregar + 
estrutura d. 
impedância 


L| | Vs 
I2 0 
Iz 0 


L 0 
] 


+e tornâmo-la 


=0 


oluna, temos: 


- joL) = 0 
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9.7 


27 


9.8 


donde 


R, = 1(0?C2R) 


e L, = 142020) 


Determinar as correntes l4, lg € Iç do circuito da Fig. 9-14. 


3-4 


L 
FIO NS 


n 


Figura 9-14 


Escolhemos as duas correntes de malha indicadas no diagrama. As equa- 
ções correspondentes sob a forma matricial são: 


6 — j8 
—(3 — j4) 


220 [120º 
220 /oº 


-83 -;9]|1 
6-j8 |IL 


—(3 — J4) 
6 — j8 


220 /0° 


Jow 


_ 2200 /66,9° + 1100 4+53,1° 


1905 /36,9° 


- J4) 


T > a 
| 6-j8 -(3-j4)| 100/-106,2º - 25/-106,2º 75/-106,2º 
-(3 ; 


6-j8 220/120º 


-(8 44) 220/01 


6 — 38 


= 25,4/143,1º 


_ 2200 [53,1 + 1100 /66,9º _ 1905 [28,2º 


A 


x 


75 [-106,2º 


~ 75 4106,2 


=25,4 /83º 


As correntes de linha pedidas são I} = I} = 25,4/143,1° , I; = L = I= 
= (25,4/83º — 25,4/143,1º = 25,4/23,1°, e Ig =- L = 254/97". 


Empregar o método matricial para determinar a impedância de entrada da 
estrutura da Fig. 9-15, vista da fonte de 50 volts. Calcular |, usando essa 


impedância. 
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9.9 


9.10 


A impedância de entrada da malha um ou impedância no ponto de 
excitação é: 


1 -5 0 
-5 2 SÁ 
O A S 2000 
Z = = = = 100 
A Ay 27 —4 200 
4 8 


Então, I, = V,/Z,, = 50/10 = 5 ampères. 


Figura 9-15 


Determinar a corrente de malha 1, da Fig. 9.15 usando a impedância de trans- 
ferência. 


A fonte se encontra na malha um e a corrente pedida na malha três. A 
impedância de transferência pedida é 


A, 2000 2000 
PAR ra E a = o — 1000 
0 


A 
e a corrente de malha I, = V/Zicanstia) = 50/100 = 0,5 ampères. 


Calcular a corrente de malha l, do circuito da Fig. 9-15, empregando a impe- 
dância de transferência. 


Como a fonte está na malha um e a corrente pedida na malha dois, a 
impedância de transferência necessária é 


A 2000 2000 
Z pen 
Zranstas = Ap “5 -4 40 0 ea 


eL=V/Zansti2) = 90/50 = 1 ampère. 


9.11 


9.12 


Calcular a: 


_ 1000A 
T 100 


Assim, V, 
A soma (N 


Determina 
volts no ci 


Às corren 
no ramo ( 
uma font 
utilizada 


: no ponto de 


tância de trans- 


malha três. A 


ares. 


agando a impe- 


malha dois, a 
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Calcular as tensões V48 € Vgc da estrutura da Fig. 9-16. 
A B 


100/ 45° 


Figura 9-16 


As equações das correntes de malha sob a forma matricial são: 


3+;14 10] |B| [100/45 
-jio o ILI} o0 


2 


donde 
100 /45° -j10 3 + jl4 100/45° 
0 0 710 0 
I, = = 0 = 0 L = = 
1 J3 +j14 0] 100 S A, 
-j10 0 
= 1000 Azs = 10 /135° 


Assim, V4 g = L3 +14) = 0 e Voc = L(10) = (10/135"(10/-90º) = 100/45º. 
A soma (V,p + Vpo) = 100 /45º, valor do fasor tensão aplicado. 


9.12 Determinar as três componentes do triângulo das potências da fonte de 10/30" 


volts no circuito da Fig. 9-17. 


As correntes de malha são escolhidas conforme indica a figura, circulando 
no ramo que contém a fonte apenas a corrente I,. Uma vez que só existe 
uma fonte no circuito, a impedância no ponto de excitação pode ser 
utilizada para a determinação de I}. 


8-2 -3 0 
-3 8+j5 -5 
0 -5 7-2 
A o 
Zasa = Io o = 6,98/8,7º 
n B+5 5 Spade Ra 


5 TP 
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9.14 


e L = V,/Z, = (10/80)/(6,98 /-8,7) = 1,48/88,7º 


A potência de saída da fonte é P = V,1 | cos 6 = 10(1,43) cos 8,7 = 14,1 W. A 
potência reativa Q = VZ, sen 8,7º = 2,16 VAR adiantada. A potência 
aparente N = V,l, = 14,3 VA. 


Figura 9-17 


Determinar l, e l, no circuito da Fig. 9-17, empregando as impedâncias de 
transferência. 


A fonte está na malha um e a corrente pedida é a da malha dois: usa-se a 
impedância de transferência Z 


transf(12) 
A 315 /16,2º 315 /16,2º 
Zeas E AT 5A6, = ——= -= ]4,45 32,2 
Ay p 53 -5 21,8 --16' 
Dilo 7-2 


Logo, L = V/Zansto = (10 /80')/(14,45 /82,2º) = 0,693 2,2 


Da mesma maneira, 


A 315 /16,2º 815 /16,2º 
Z Ep : = Ee 91 [16,2 
transf (13) As 3 84 a 15 Ea. 
0 -5 


e L =V/Zuanstasy = (10/80/21 (16,1) = 0,476/13,8º 


Calcular a potência no circuito resistivo da Fig. 9-17 e compará-la com a po- 
tência de saída da fonte. 


Dos Probls. 9-12 e 9-13:1, = 1,43/88,7'; IL = 0,693/-2,2º; I, = 0,476/13,8°. 


A potência no primeiro resistor de 5 ohms é P = 5(1,) = 5(1,43) = 10,2 
watts. No resistor de 3 ohms, duas correntes de malha se combinam para 
dar a corrente no ramo (Z, — I) = (1,115 + 0,895) — (0,693 — 0,027) = 


=0,422 + 
também, 
= (0,693 

potência 
é P=2( 
A potênc: 
igual à p 
A fonte V- 
Determin: 


A corren 


T 


38,7 = 14,1 W. A 
ada. A potência 


impedâncias de 


1a dois: usa-se a 


4,45 [82,2º 


1,693 /2,2º 


ará-la com a po- 


;=0,476/13,8". 


5(1,43)}? = 10,2 
combinam para 
693 — 70,027) = 
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9.15 


=(,422 + 70,922 = 1,01/65,4'; logo, P = 3(1,01) = 3,06 watts. Assim, 


também, a corrente no ramo que contém o resistor de 5 ohms é (L, -I)= 


= (0,698 — 70,027) — (0,462 + 70,113) = (0,231 — ;0,140) = 0,271/-31,2º e a 
potência P = 5(0,271)2 = 0,967 watts. A potência no resistor de 2 ohms 
é P=2(1)2 = 20,476)? = 0,543 watts. 


A potência total no circuito é P,=10,2+ 3,06 + 0,367 + 0,453 + 14,1 watts, 
igual à potência de saída do Probl. 9-12. 


A fonte V, do circuito da Fig. 9-18 acarreta uma tensão V, na impedância 2 — j2. 
Determinar a fonte V}, que corresponde a V, = 5/0". 


A corrente de malha L,, com a tensão dadaV, é: 


Le Vo Si 1,76 /45º. Sob a forma de determinante, te 
8 2-2 atas 
mos: 
8-2 -3 V 
-3 8+75 0 -3 8+35 
0 -5 0 -5 
= V z = V (0,0476 —16,2°) 
8- j2 3 0 315 /16,2 
-3 8 +35 -5 
0 5 7 — j2 
Então: 


TE I 176/45 
1 0,0476/16,2º 0,0476 /-16,2° 


= 36,9 /61,2° 


Figura 9-18 
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9.16 Quando o circuito da Fig. 9-19 é ligado a uma carga de aita impedância, a tensão 


9.17 


de saída V, é dada pela queda de tensão na impedância 5 — j5. Determinar a 
função de transferência de tensão, V/V, do circuito. 


Figura 9-19 


Para as duas correntes de malha escolhidas, as equações corres- 
pondentes, sob a forma matricial, são 


eio So] 


Atensão de saída Vo é 


eim o 
E E 6 - X5 + J5, 
5 +“5+)5) 
5+5) 10 
50V, 
— 50V2 45 
V 50 
onde £ = —  qor/as 
V; 507 445° Ax 


O circuito da Fig. 9-20 contém duas fontes. Achar a corrente devida a cada fonte, 
na impedância 2 + /3. 


As correntes de malha estão escolhidas de modo que a corrente na 
impedância pedida é dada diretamente pela corrente de malha L. Assim, 
sob a forma matricial, as equações são: 
5+5 js ol|bl [30% 
j 0 


0 -6 10 L -20 /oº 


9.18 


O deter 


+ (20, 


(20 /0º) 


À corre: 
que ori; 
corrent 


Com rel 
cada um 


lância, a tensão 
5. Determinar a 


ações corres- 


3 + J5)V; 
J50 7 


la a cada fonte, 


. corrente na 


lha L. Assim, 


Análise de circuitos pelas correntes de malha 241 


5 2 J3 4 


ÚUU 


Figura 9-20 


O determinante da impedância é: 
5 +J5 -j5 0 
A, =| -j5 8+j8 -6| = 70 + j620 = 624 /83,55". 
0 6 10 
O determinante do numerador de 1, é desenvolvido pelos elementos da 
segunda coluna 


5+j5 30/ o0 


-J5 0 -6 -j5 -6 
0 -20/0 10 0 10 
IL, = x = (800) O) —; ~ +0+ 
5+j5 O) 
-j5 o 6 


+ (20 0%) x 


zZ 


= (30/0º) 50 +90 q 
624 /83,55º 
42,4 -135° 
(20 09)| ————— | = 2,41 /6,45° + 1,36 /141,45° 
ia a E 
A corrente que origina a fonte V, pela impedância 2 + j3 é 2,41/6,45' e a 
que origina V, é 1,36/141,45º. A soma destas intensidades é o valor da 
corrente I; quer dizer, L = 2,41/6,45° + 1,96/141,45º = 1,74/40,1'. 


Com relação ao circuito da Fig. 9-20, determinar (a) a potência fornecida por 
cada uma das fontes de tensão e (b) a potência em cada resistor. 


242 


Circuitos Elétricos 


9.19 


(a) A corrente no ramo que contém a fonte V, é: 
30 /0° J5. 0 
0 8+98 — 
-20 /0º -6 10 


2240 [53,8º 
= = = 3,59 [29,75 
a A, 624 [83,55 


Potência de saída dessa fonte: P, = VÃ, cos 6 = 30(3,59) cos 29,75° = 93,5 
watts. f 


A potência no ramo que contém V, é: 
5 + J5 -j5 30 /0° 
-j5 8 + j8 0 
j Rg 860 /-125,6º 
I, = = —= 1,38 /209,15º 
3 A, 624 /83,55º 


Observe-se que V, e I, não são do mesmo sentido. A potência de saída 
é Pa = Vol) cos 8 = (20X1,38) cos (-209,15") = 24,1 watts. Logo, a potência 
total é 


Pp = P, + P, = 93,5 + 24,1 = 117,6 watts. 


(b) A potência no resistor de 5 ohms é P, = 5) = 5(8,59)} = 64,5 watts. 
No resistor de 2 ohms, P, = AL)? = 2(1,74) = 6,05 watts. A corrente no 
ramo do resistor de 6 ohms é (I, — L) = (1,33 + 1,12) — (— 1,205 + 70,672)= 
= 2,535 + J0,45 = 2,57/10,1º: então, P= 6(2,57)} = 39,6 watts. A potência 
no resistor de 4 ohms é P} = 4L}? = 4(1,38) = 7,61 watts. Logo, a potência 
total é: 


Pp = 64,5 + 6,05 + 39,6 + 7,61 = 117,76 watts. 


O circuito da Fig. 9-21 contém duas fontes de tensão V, e V,. Supon- 
do V, = 30/0", determinar Vo, de modo que seja nula a corrente na impedân- 
cia 2 + J3. 


Escolhem-se as correntes de malha, conforme a figura indica, passando 
apenas uma corrente pela impedância 2 + j3. O conjunto de equações 
correspondentes, na forma matricial, é: 


9.20 


Desenvol 


—3( 


Outra sc 
iguais as 
LG5)=I 
Substitu: 
300 
E 


Na Fig. 9- 
seja nula 


375º 


3s 29,75' = 93,5 


8 -209,15º 


ência de saída 
£go, a potência 


2 = 64,5 watts. 
- À corrente no 
205 + 70,672)= 
atts. A potência 
:0g0, a potência 


1 € Vo. Supon- 
te na impedân- 


dica, passando 
to de equações 
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5+j55 -5 o]ļl4L]| 30/0 
j5 8+j8 6|iL|=| 0 
0 6 10| |L V, 
onde 
5+j5 30/0º O 
-j5 0 6 
0 V, 10 
L = x =0 
Z 
2 j3 4 
vO S Ov 
Figura 9-21 


Desenvolvendo, temos: 


10 rG | 


-30 /0'(50 490°) — V 6X5V2 /45°) = 0 
y 0 /0(50 4-909) 
2 6(6v2 45) 


Outra solução Se não passa corrente no ramo 2 + j3, L = O e devem ser 
iguais as quedas de tensão na reatância J5 e na resistência de 6 ohms, isto é, 


1,75) = 1,(6) 


-s0 o RA ea 3 


= 35,4 /45° 


Substituindo, E} = 30/0°⁄5 + j5) e I, = V,/10, 
30/0 NY 30 /90º (10 : 
5 + Jo (5) = 10 (0) donde V, = eee 35,4 /45º 


Na Fig. 9-21 tem-se V, = 20/0º. Determinar a fonte de tensão V,, de modo que 
seja nula a corrente no ramo que contém V,. 
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Empregando-se as correntes de malha escolhidas no Probl. 9-19, escreve- 
se a expressão de I,, sob a forma de determinante, e iguala-se seu valor a 


zero: 
5+j5 -j V, 
-j5 8 + j8 0 
0 6 20 /0º 
I me == 0 
3 A, 
Desenvolvendo, temos: 9.22 Determini 
diagrama 
-j5 8+J8 |5 + 4 JS o Resp.: 4, 
Yo a 8 +j8| 7 
V (80 90°) + 20 /0'(25 + j80) = 0 
-20 /0°(25 + J80) é 
e V= Lala E = 55,8 -17,4 
30 +90 
Problemas Propostos 
9.21 Determinar o número de correntes de malha necessário à solução de cada um ; s 
dos circuitos apresentados nas Figs. 9-22(a-f). Empregar dois métodos diferen- | 9.23 Determine 
tes em cada circuito. Resp.: l4: 


Resp.: (a) 5; (b) 4; (c) 3; (d) 4; (e) 4 


ER E SD 


Figura 9-22 


9.24 Acharas: 
Resp.: 26 


. 9-19, escreve- 
-se seu valor a 


w 


J8 


são de cada um 
nétodos diferen- 


” 


(c) 
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DHD 


Figura 9-22 


9.22 Determinar a corrente no resistor de 3 ohms do circuito da Fig. 9-23. O 
diagrama mostra o sentido positivo. 
Resp.: 4,47/-63,4'. 


Figura 9-23 


9.23 Determinar as correntes 1,, 1, e Iç no circuito da Fig. 9-24. 


Resp.: l4 = 12,1/46,4'; 1, = 19,1/-47,1º; lo = 22,1/166,4º. 


= 


150/ 120° 


I, — 


Figura 9-24 


9.24 Achar as correntes l4, 1, e Iç da Fig. 9-25. 
Resp.: 26/45"; 26/75"; 26/-195°. 
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Figura 9-25 


9.25 Determinar a tensão V4p do circuito da Fig. 9-26, por meio das correntes de 
malha. 


Resp.: V ap = 75,4/55,2". 


Figura 9-26 


9.26 Calcular a tensão eficaz da fonte V da Fig. 9-27, de modo que seja de 100 watts 
a potência no resistor de 5 ohms. | 
Resp.: 40,3 volts. | 


Figura 9-27 


9.27 Escolher cc 
segunda es 
Resp.: (61 - 


9.28 No circuito 
cada uma 
Resp.: P,: 

= 

9.29 Determinar 
circuito de 
Resp.: P= 


9.30 Na Fig. 9- 
indicados 
circuito. 
Resp.: P, 


as correntes de 


aja de 100 watts 
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9.27 Escolher correntes de malha para o circuito da Fig. 9-28 e calcular A,. Fazer uma 
segunda escolha de correntes e, novamente, calcular 4. 
Resp.: (61 — /15). 


Figura 9-28 


9.28 No circuito da Fig. 9-28, V, e V, são, ambas, de 50/0º. Qual a potência que 
cada uma fornece ao circuito? Repetir, invertendo o sentido da fonte V,. 
Resp.: P, = 191 W; P, = 77,1 W. 

P, = 327 W; P, = 214 W. 


9.29 Determinar a potência fornecida pela fonte e a potência em cada resistor do 
circuito de duas malhas da Fig. 9-29. 
Resp.: P = 36,7 W; P, = 2,22 W; P, = 27,8 W e P} = 8,66 W. 


2 Z 3 SR 


Figura 9-29 


9.30 Na Fig. 9-30, V, e V, são fontes idênticas, de 10/90° volts, com os sentidos 
indicados no diagrama. Determinar a potência que cada fonte fornece ao 
circuito. 

Resp.: P, = 11,0 W; P, = 9,34 W. 


Figura 9-30 


i 
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9.31 Determinar a corrente na impedância 3 + j4 do circuito da Fig. 9-31. 


Figura 9-31 


9.32 O circuito da Fig. 9-32 é chamado ponte de Hay. Escolher as correntes de malha, 
de modo que apenas uma circule em Zp e escrever as equações sob a forma 
matricial. Exprimir a corrente em Zp sob a forma de determinante e igualá-la a 
zero. Achar R, e L, em função das outras constantes da ponte. 


Reso: p- PERA, O GRA, 
SP bra “> TORCE 


9.35 Determina 
Resp.: 0,1 


Figura 9-32 


9.33 A Fig. 9-33 apresenta o circuito da ponte de Owen. Determinar R, e L, em termos 
das demais constantes da ponte, quando é nula a corrente em Zp. 


C. 
Resp: R,= cr, L; = QRR, 
á 9.36 Determina 
9.34 O circuito da Fig. 9-34 é o de uma ponte de comparação de indutâncias. Resp.:0,1 
Escolher as correntes de malha e escrever as equações sob a forma matricial. 9.37 Calcular V 
Determinar R, e L, sendo nula a corrente Zp. Resp.: 1,5 
R, A, 
Resp: R,= Au, tis Ae 
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-81. 


“entes de malha, 
ses sob a forma 
te e igualá-la a 


Figura 9-34 


i 9.35 Determinar a função de transferência da tensão V/V, no circuito da Fig. 9-35. 
Resp.: 0,139/90°. 


x e L, em termos 
Zo 


Figura 9-35 


9.36 Determinar a função de transferência da tensão V yV; no circuito da Fig. 9-36. 


de indutâncias. Resp.: 0,159461,4". 


forma matricial. 9.37 Calcular V, com a polaridade indicada, no circuito da Fig. 9-37. 


Resp.: 1 ,56/128,7". 
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J20 


Figura 9-37 


9.38 Determinar a potência em cada um dos três resistores do circuito da Fig. 9-38. 
Resp.: 471 W; 47,1 W; 471 W. 


Figura 9-38 


9.39 Calcular a potência fornecida por cada uma das fontes do circuito da Fig. 9-38. 
Resp.: P, = 422 W; P, = 565 W. 


9.40 Achar a corrente l, no circuito da Fig. 9-39. 


Resp.: 1,38/-209,15". 


9.41 Determinar a corrente |, no circuito da Fig. 9-40. 


Resp.: 41,6/113,2°. 


9.42 No circuit 
Resp.: -f 


9.43 As três c 
principais 
Resp.: 4, 


9.44 Escolhida 
Ziransi(12) € 
Resp.: 20 
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5 2 38 4 


waje 


30,0: 


Figura 9-39 
9.42 No circuito da Fig. 9-40, determinar a razão de correntes t/l}. 
Resp.: —/3,3. 
-j4 
| J2 7 5 
000 
| L | 
50/45: (~) 5 S j2 
ito da Fig. 9-38. 
Figura 9-40 
9.43 As três correntes de malha do circuito da Fig. 9-41 pertencem às malhas 
principais. Calcular Zansi(13) € Ztransi(a1)- 
Resp.: 4,3/-68,2º para ambas. 
SEO po 5 
NEM ID 
5 j2 
iito da Fig. 9-38. 
i Figura 9-41 


9.44 Escolhidas as correntes indicadas nas três malhas da Fig. 9-42, determinar Z,, 
Ziranst2) e Ziranst(13) 


Resp.: 20,2/-36,1'; 17,4/-71,6'; 6,82/-82,9º. 
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so/0º 


5 9.47 Determin 
resistor d 
Resp.: 2€ 
I 
Figura 9-42 
9.45 Na Fig. 9-43, acrescentou-se uma fonte V, ao circuito da Fig. 9-42. Determinar 
Va de modo que |, seja nula. 9.48 Supondo 
Resp.: 16,8/1393,2'. Resp.:V, 
l 9.49 Dadas as 
com o au 
Resp.: 1: 
Figura 9-43 
9.46 Na Fig. 9-44, acrescentou-se uma fonte V, ao circuito da Fig. 9-42. Calcular V, ; 
para ter |, igual a zero. : , 
Resp.: 42,9/144,5°. 9.50 Determin 
fonte Vo. 
Resp.: V, 


Figura 9-44 
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9.47 Determinar V, no circuito da Fig. 9-45, de modo que seja nula a corrente no 
resistor de 4 ohms. 


Resp.: 26,3/113,2°. 


Figura 9-45 


1-42. Determinar 
9.48 Supondo, na Fig. 9-45, V, = 26,3/113,2º volts, determinar V 4p € Vap- 
Resp.: V 4p = Vap = 18,5/68,1°. 
9.49 Dadas as correntes de malha da Fig. 9-46, determinar Zyanss13) € calcular 1 


com o auxílio dessa impedância de transferência. 
Resp.: 12,8/-38,7° ohms; 0,782/38,7° ampères. 


2 2 2 


QQ 
000 
Q 
x 
[Xe] 


l 10/0'(=) 


-42. Calcular V, Figura 9-46 


9.50 Determinar V,, no circuito da Fig. 9-47, de modo que seja nula a corrente nessa 
fonte V}. 


Resp.: V, = 41180". 


J5 j2 5 


Figura 9-47 
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9.51 Determinar o módulo da tensão da fonte V, da Fig. 9-48, de modo que seja de 20 
volts o valor eficaz da tensão no resistor de 5 ohms. ES 


Resp.: 60,1 volts. 


v, E Books 


Figura 9-48 


Introduçã 


No Ca 
resolução de e: 
a aplicação de 
mesma solução 
lei de Kirchhof 


Tensões dc 


Um nc 
de circuito. Se 
principal ou ju 
Fig. 10-1, A, B, 
no nó é a tensã 
nó de referênci 


* N. T. Écm 
circuito. 


2 que seja de 20 


| Capítulo 10 


MAKRON ANÁLISE DE ESTRUTURAS 
PELAS TENSÕES DOS NÓS 


Introdução 


No Capítulo 9, estabeleceu-se o método das correntes de malha, para a 
resolução de estruturas, ou circuitos, pela escolha de correntes de malha e com 
a aplicação da lei de Kirchhoff para as tensões. Neste capítulo, obtém-se a 
mesma solução com a introdução de equações estabelecidas com a aplicação da 
lei de Kirchhoff para as correntes. Este é o chamado método das tensões dos nós. 


Tensões dos Nós 


Um nó é um ponto de uma estrutura comum a dois ou mais elementos 
de circuito. Se três ou mais elementos se unirem em um nó, este é chamado nó 
principal ou junção * A cada nó pode-se atribuir um número ou uma letra. Na 
Fig. 10-1, A, B, 1, 2 e 3 são nós e 1, 2 e 3 são nós principais ou junções. Tensão 
no nó é a tensão de um determinado nó, referente a um nó particular, chamado 
nó de referência. Escolhemos, na Fig. 10-1, o nó 3 como nó de referência. V, éa 


* N. T. É comum chamar-se nó, simplesmente, a um ponto comum a três ou mais ramos de um 


circuito. 
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tensão entre os nós 1 e 3 e Vo; é a tensão entre os nós 2 e 3. Poderemos, 
portanto, escrever V, em lugar de V,,, e V, em lugar de V,,. 


Figura 10-1 Nós de uma estrutura. 


O método das tensões dos nós consiste em se determinarem as tensões 
de todos os nós principais, referidas ao nó de referência. Aplicamos, então, a lei 
de Kirchhoff para as correntes às junções 1 e 2, obtendo-se duas equações com 
as incógnitas V, e V,. Na Fig. 10-2 destacamos o nó 1 com todos os seus ramos. 
Suponhamos todas as correntes dos ramos saindo do nó. Como a soma dessas 
correntes deve ser nula, 


Mio Mo Vi MV (2) 


Ao escrever-se (1), a escolha do sentido das correntes é arbitrária. Ver 
Probl. 10-1. 


Figura 10-2 


Repetimos o procedimento para o nó 2, mostrado na Fig. 10-3. A 
equação resultante é: 


Reagr 


Como 


Número d. 


Com « 
todos os nós de 
ao número de 
dos nós e das « 
a solução de u: 
circuito com d 
malhas que de 
para a sua soh 


3. Poderemos, 


1O 


zem as tensões 
os, então, a lei 

equações com 
os seus ramos. 
a soma dessas 


a) 


arbitrária. Ver 


Fig. 10-3. A 
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E A 2) 
Ze Zp Zg 


Reagrupando termos em (1) e (2), o sistema de duas equações fica: 


Te OA 


1 1 1 1 1 (3) 
ASdV+ris+o + IVo => IV 


Como 1/Z =Y, o sistema (3) pode ser reescrito em função das admitâncias: 
Y, +Y; + YAV: -Ye Va = Y; Va 
-Yo Vi + (Xo + Yp + Yp)Va=-Y; V, (4) 


Figura 10-3 


Número de Equações dos Nós 


Com exceção do nó de referência, podem-se escrever equações para 
todos os nós de uma estrutura. Assim, o número necessário de equações é igual 
ao número de nós principais menos um. Dispondo-se dos métodos das tensões 
dos nós e das correntes de malha, a escolha do que seja mais conveniente para 
a solução de uma dada estrutura ou circuito depende da sua configuração. Um 
circuito com diversos ramos em paralelo, geralmente, tem maior número de 
malhas que de nós, exigindo, portanto, um menor número de equações dos nós 
para a sua solução. Ver Probl. 9.6 e 10.4. Pode ocorrer que o número de malhas 
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seja igual ao de nós ou que existam mais nós que malhas. Deve escolher-se 
sempre o método que exigir o menor número de equações. 


Equações dos Nós por Inspeção 


Um circuito que contenha quatro nós principais exige três equações de 
nós para a sua solução. Pela notação geral, cssas equações são 


Yii Vi + Yi Va + Yi VEL 
Yo Vi + Yoo Vo + Yog V5=L (5) 
Yo Vi + Yoo Vo + Yo Vo = L, 
Y,, é a auto-admitância (ou admitância própria) do nó 1, dada pela 
soma de todas as admitâncias ligadas ao nó 1. Do mesmo modo, Y,, e Y,, são as 


admitâncias próprias dos nós 2 e 3, obtidas pelas somas das admitâncias 
ligadas aos respectivos nós. 


Y,, é a admitância mútua entre os nós 1 e 2, obtida pela soma das 
admitâncias ligando 1 e 2. Seu sinal é negativo, como se verifica na primeira 
equação de (4). Do mesmo modo, Yo; e Y, são as admitâncias mútuas dos 
elementos que ligam os nós 2 e 3 e os nós 1 e 3, respectivamente. Todas as 
admitâncias mútuas têm sinais negativos. Note-se que Y; = Y}; € Yp = Too 


I, é a soma de todas as correntes no nó 1. A corrente que chega ao nó 
tem sinal positivo e a que dele se afasta tem sinal negativo.* I, e I, são as somas 
das correntes nos nós 2 e 3, respectivamente. 


Por analogia com a notação matricial das correntes de malha (Capítulo 


9), as três equações dos nós, obtidas de (5), se escrevem, sob a forma matricial: 


22 Yo Vaj =L 16) 


As três tensões V, Vo e V, são obtidas de: 


*  N.R. Evidentemente, esta regra é operacional. Veja Probl. 10.1. 


Desen 
coluna que cor 
nos nós: 


Os ter 
nentes, resulte 
V, é a soma de 
e L (A,/Ay), de 


Exempl 
mi-las so 


O nó 3 
deixam o 
correntes 


ave escolher-se 


ês equações de 


(5) 


ó 1, dada pela 
99 € Y; São as 
s admitâncias 


pela soma das 
za na primeira 
as mútuas dos 
ente. Todas as 
(O Yos = Yao. 


ue chega ao nó 
[, são as somas 


alha (Capítulo 
rma matricial: 


(6) 
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L Y2 Y; Y; I Ys 
1I, Yo, Yos Ya L Yos 
I, Yo, Ys Y3 I; Ys 
V= E pe NES E 

Yi Ya I 

Ya Yoo I 

Ya Yo, I, 

e V, = 
3 Ay 


Desenvolvendo-se o determinante do numerador pelos elementos da 
coluna que contém a corrente, obtêm-se as seguintes equações para as tensões 


nos nós: 

A A (7) 

LI-Hisi Sm Ea E pes 

1 1 Ay 2 Ay 3 Ay 
A A A (8) 

1|-Bl, 1-2), 1|-*2 

2 1 Ay 2 Ay 3 Ay 
A A A (9) 

13 as 233 
Os termos dos segundos membros de (7), (8) e (9) são os fasores compo- 
nentes, resultantes das diversas tensões de excitação. Assim, em (7), a tensão 


V, é a soma de I(A,,/A,), devida à corrente I, I, (A,,/Ay), devida à corrente L, 
e I (Az y/Ay), devida à corrente L. 


< 
Il 


< 
il 


Exemplo Escrever as equações dos nós do circuito da Fig. 10-4 e expri- 
mi-las sob a forma matricial. 


O nó 3 foi escolhido para referência. Admitindo-se que as correntes 
deixam os nós 1 e 2 e aplicando a cada um deles a lei de Kirchhoff para as 
correntes, obtém-se: 
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Figura 10-4 
A Maj E O NM 
i 10 J5 r — 
V,- V V. V. 
A e2 1 2 A 
No nó 2: 242 PAS 5 = 0 
Reagrupando: 


| 1 ka 1 v$ 10 /45° 


a 


1 1 1 1 
aa a 


(10) 


1) 


(12) 


(13) 


Na matriz quadrada que contém as admitâncias, temos Y,, = 1/10 + 1/j5 
+ 1/(2 + j2), o que, pela comparação com (6), está de acordo com a definição 
de Y,, admitância própria do nó 1. Da mesma forma, Yo = Y, =- 1/2 + 


J2), concordando com a definição de admitância mútua. 


Na notação geral, I, foi definida como a soma de todas as correntes de 
excitação do nó 1. De acordo com a convenção de sinais, a corrente da 
fonte do ramo esquerdo, que entra no nó 1, tem sinal positivo, ao passo 
que a corrente da fonte do segundo ramo, que sai do nó 1, tem sinal 
negativo. Portanto, I, = (5/ 0º/10 — (10/4575. A corrente L no nó 2 é 


nula, pois não há fontes nos ramos ligados ao nó 2. 


Admitânci 


Consic 
quematiza a F. 
em paralelo co 


Como: 


A adm 
de excitação, p 
de tensão resul 


A adm 
estrutura apre 
são anuladas.* 


v 


+ N.R. “Anular 


(10) 


(1) 


[o7 


(12) 


(13) 


Y, = 1/10 + 155 
ı com a definição 
= Y=-142+ 


as correntes de 
3, a corrente da 
»sitivo, ao passo 
nó 1, tem sinal 
ate L no nó 2 é 
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Admitância de Entrada (ou no Ponto de Excitação) 


Consideremos um circuito passivo com terminais externos, como es- 
quematiza a Fig. 10-5. A corrente I, penetra no nó 1 e quaisquer admitâncias 
em paralelo com a fonte são admitidas como já incluídas na estrutura. 


Como não há fonte de corrente dentro da estrutura, a equação de V, fica 


A, 
V= Ay (14) 


A admitância de entrada, Y,, é, por definição, a relação entre a corrente 
de excitação, proveniente da fonte aplicada entre os dois terminais, e a queda 
de tensão resultante entre eles. De (14), então, 


L 1 
Rede passiva 
L 
Figura 10-5 
ps ala SE 
SiV. A 


A admitância de entrada de uma estrutura ativa é a admitância que a 
estrutura apresenta em seus terminais quando todas as suas fontes internas 
são anuladas.* Então 


A A A A 
v= a + ofz + ofz += nfa 


ou 


* N.R. “Anular” uma fonte significa substituí-la por sua impedância interna. 
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A definição de Y, portanto, é válida, quer para a estrutura passiva 
quer para a ativa. 


Admitância de Transferência 


Uma corrente de excitação em um nó de um circuito produz tensões em 
todos os nós em relação ao de referência. A admitância de transferência é a 
relação entre a corrente de excitação em um nó e a tensão resultante em outro 
nó, supondo-se nulas todas as demais fontes. 


No circuito da Fig. 10-6, I é a corrente de excitação, penetrando no nó 
r. À tensão resultante no nó s é dada por 


v, = (AE | q + 0/2 -|2 
RR ros ro Ra Eee 
r 8 
ig 
J 
L 
Figura 10-6 


Então, temos: reng es =N, = A/A, 


Observe-se que o ponto de retorno da corrente de excitação foi escolhido 
para nó de referência. Tem de ser assim, do contrário a corrente aparecerá em 
mais de um termo da equação de V. deixando de ser válida a definição de 


Y vanst 


Empregando as admitâncias, obtemos o seguinte sistema de equações 
para V,, V, e V, numa estrutura de quatro nós principais: 


v L IL : L 
y Yy t7 
el transf(21) transf(31) 
I I I 
1 2 3 
V, = Y + + 


transf(12) Pos Yrranstt3o) 


Quan 
todas as dema: 
e de transferêr 


10.1 Escrever 


Já que tc 
correntes 


(Vo Es V. 
Reagrup: 


Na Fig. 
Igualand 


Reagrupz 
ou 
= (1/72) 
Logo, pod 
se escreve 
1 


e— 000 `= 


J2 ` 


«utura passiva 


luz tensões em 
nsferência é a 
tante em outro 


aetrando no nó 


ão foi escolhido 
3 aparecerá em 
a definição de 


na de equações 
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I I 
V. =- 1 +y L gira 
Yoranst(13) transf(23) 


Quando apenas uma fonte de corrente atua no circuito, sendo nulas 
todas as demais fontes, ficam evidentes as definições de admitância de entrada 
e de transferência. 


Problemas Resolvidos 
10.1 Escrever a equação do nó 2 das Figs. 10-7(a) e 10-7(b). 


Já que todas as correntes, na Fig. 10-7(a), se afastam do nó 2, a soma das 
correntes que saem é igual a zero. 


(Vo — V)/j2 + V5/10 + (V, + 10/0)/]5 = 0 
Reagrupando: -(1/j2)V, + (1/j2 + 1/10 + 1/j5)V, = -10/0º / j5 


Na Fig. 10-7(b), uma corrente entra e as outras duas saem do nó 2. 
Igualando a corrente que entra à soma das que saem: 


(Vi - V)/j2 = V5/10 + (V, + 10/0)/;5 

Reagrupando: V,/10 + (V, + 10 0⁄5 + (V, - V)/2 = 0 
ou 

- (jOV, + (1/j2 + 1/10 + 1/j5)V, = — 10 /0°/j5 


Logo, pode-se escolher qualquer sentido para as correntes nos ramos, ao 
se escreverem as equações dos nós. As equações resultantes serão idênticas. 


Figura 10-7 
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10.2 Escrever as equações dos nós do circuito da Fig. 10-8 e exprimi-las sob a forma 
matricial. 


Foram numerados três nós e escolhido o nó de referência, conforme indica 
o diagrama. Supondo que todas as correntes deixam os nós, escrevem-se 
as seguintes equações, respectivamente, nos nós 1,2 e 3: 


(Vi -Vy/GiB + V/5+(V,-V, + 10/78 +78) =0 


(Va V9/I8) + V,/10 + (V, - V — 5/0)/09 = 0 


V,/8 + V-V- 10 /0)/(3 + j4) + (V; - V, + 5 09/4) = 0 Há, apen 
e, portan: 
Reagrupando os termos, temos: 
S ES 1 1 ARA 
ES quis = res 23 as ° E € 1 
E Ro a Vi a) E rajy: (10 /0º)/(3 + j4) | 
— G0C;) 


1 1 1 1 1 a AOE 
a] V+ E O ral V, — [a] Vs = (6/0)/04) 


| do 
1 1 o doa ode DRA PODES oO | (r) 
Pa Vat E da a Rs k E) - È | | 


Na notação matricial as equações são: 


ars) G te MES 
(5) (ti 7) Lã) E Es 


1 1 Tegl 1 E o 
a - -|= ++ 10/0º 5/0" 
ls + a) [a] E J4 3+ al V; ka z a 


10.3 Escrever, pela observação do circuito da Fig. 10-9, as equações dos nós, sob a ; 10.4 


) No circuito 
forma matricial. são ajusta 
A escolha dos nós está indicada no diagrama. Em [Y], Y,, é a soma de o 
todas as admitâncias ligadas ao nó 1, (VE, + VR, +jJoC)). São Y, e Y}; 

as admitâncias comuns aos nós 1 e 2 e 1 e 3, tomados com o sinal O diagrar 
contrário, isto é, Y,, = — (J@C,) e Y,, = — (1/R,), respectivamente. Os impedânc 
demais termos de [Y] são determinados de maneira semelhante. equações 
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las sob a forma 


mforme indica 
s, escrevem-se 


:0 
Figura 10-8 
V44) = 0 Há, apenas, uma corrente de excitação na estrutura; ela penetra no nó 1 
e, portanto, tem sinal positivo, I, = Vig 
Jtg oC —(00C,) = E y Vil [v/z 
+J4) Cai I g Lg 
-GaC inc; + ER + jaca) 0 —G0C,) vil o 
4) ? É 
(a) i 
a f Ae) E 
a) {j4 
7 J 0 0 
10 /0º 
3 +j4 
5/0 
já 
LO /0º 5 /oº = 
3+j4 já Figura 10-9 
; dos nós, sob a 10.4 No circuito da Fig. 10-10, os dois capacitores iguais, de C farads, e o resistor R 


são ajustados, até que se anule a corrente na impedância detetora Zp. Deter- 
minar R, e L, em função das demais constantes do circuito, de modo a satisfazer 


ıı é a soma de aquela condição. 


. São Y., e Y, 

s com o sinal O diagrama indica a escolha dos nós. Estando a referência de um lado da 
tivamente. Os impedância Zp, a corrente nula em Z, resulta de V, igual a zero. As 
aante. ; equações dos nós, sob a forma matricial, são: 
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A A à af: vil TVZ 
z + j@C + R) — (j@C) (z) 1 E 
1 1 
— 90) J20C + RT AE. - GaC) Vol=| 0 
1 ; t, 4 
fe) - GaC) iso +p+ z) ê 


Exprimindo V, sob a forma de determinante e fazendo-o igual a zero: 


(z PCs J - GaC) V/Z 
UR a a ; =) 0 
PR 

3 = Ay =0 


O determinante do numerador deve ser nulo. Desenvolvendo-o pelos 
elementos da terceira coluna, obtemos 


j0C  G20C + 1/R, + VjoL,) 
V Zo) =0 
—1/R -jaC 
Então: — 0202 + j20C/R + IRR) + VGoL R)=0 
onde: R, = 1MWºCêR) e L, = 1/2020) 


Figura 10-10 


Este rest 
9.6. Obs: 
reduzido 
nós. 


10.5 Determine 


Havendo 
Escolhid: 
de Kirch] 
à soma d 


10/0º =x 


Sendo I : 
resistor d 


10.6 Determina 


O circuito 
de referêr 
corrente £ 


V, — 10; 
(5 + 3) 


reagrupar 


1 
var 


E) 


ilvendo-o pelos 
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10.6 


Este resultado já foi obtido pelo método das correntes de malha, no Probl. 
9.6. Observe-se que o número de equações necessárias à solução ficou 
reduzido de quatro para três, com o emprego do método das tensões nos 
nós. 


Determinar Vs pelo método dos nós, na estrutura da Fig. 10-11. 


Havendo dois nós principais ou funções, basta uma equação de nós. 
Escolhida a referência em B, escreve-se a equação do nó 1. Aplicando a lei 
de Kirchhoff para as correntes, a corrente 10/0º que entra deve ser igual 
à soma das correntes que saem: 


10/0'=V/10+V,K5 + j2) e V; = 10/0'/(0,281/14,2º) = 35,6/14,2º 


Sendo I = V,⁄5 + j2) a corrente no ramo (5 + j2), a queda de tensão no 
resistor de 5 ohms desse ramo será: 


_ 35,6/14,2º a 
©- er © = 3AE 


v 
Ve e 


Figura 10-11 


Determinar V 4g no circuito da Fig. 10-12. 


O circuito não contém nós principais. Entretanto, escolhido B como ponto 
de referência e A como nó 1, pode-se escrever a equação, supondo que a 
corrente sai do nó A pelos dois ramos. Tem-se, portanto: 


V,-10/º V,- 10/20 
6+3) | (2+)5 


reagrupando: 
v 1 F 1 En 10 0° x 10 20° 
18 2+5 8 2 + j5 


PNS ZOO 
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onde: V,p = V, = 11,8 55,05". 


ev, EEE 
(i 
i V, SFr 
Figura 10-12 A tensã 
Ip = V,⁄ 
10.7 Determinar Vá, na estrutura da Fig. 10-13. 
Vc = 
i B (3 
A tensão 
Vig = V 


10.8 Determin: 


Figura 10-13 


As equações dos nós são: 


No nó 1: 10 /0° = (V, — V,)/2 + V3 + j4) 
No nó 2: (V, — V X2 + V j5 + V,/j10 = 0 


{i 1 ly - o 
Reagrupando: E E a Voca M= 10 /0º 


i 1 i 1 Escolhen 
-9Y+ a" "Ao V,=0 mos a eg! 
V, + 101 

20 


| 
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li w -0,5 
-0 (0,5 — j0,3) 
5,83 91º 
eV = Ee 3 Ao 3 21 8 56 49º 
$ o > E) 
(0,62 — j0,16) 05 0,267 87,42 [56,42º 
—0,5 (0,5 — j0,3) 
E — 10,16) 10/0 
-0,5 É 
5/0" 
ia = = 18,7/87,42º 
2 Ay 0,267 /-87 42° [87,42º 


A tensão de nó V, é a tensão de 4, com respeito à referência. Como 
Ip = V,/(3 + 4), a tensão Vp, referente à referência é: 


Vem 21,8 /56,42º . : 
Vp = EEE (4) = (8 +74) g4) = 17,45 /93,32 


À tensão V „p pedida é, então, 


Vas = Va — Vp = (18,7 /87,42°) — (17,45 /93,32°) = 2,23 /84,1º 


10.8 Determinar as correntes de linha l}, 1, e Iç na estrutura da Fig. 10-14. 


Figura 10-14 


Escolhemos o nó 1 e o ponto de referência indicados no diagrama. Obte- 
mos a equação dos nós: 


V, + 100 120º n V RAE 100 0° A 
20 10 10 K 
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10.9 


200 /0º — 100 /120º 
5 


de onde resulta V= = 50 — j17,32 = 53 -19,1 


Em seguida, são calculadas as correntes nos ramos: 


I, = (V, + 100 /120°)/20 = (50 — j17,32 — 50 + 86,6)/20 = 3,46 0° 


I; = V/10 =5,3 /-19,1° 
Io = (V, — 100 /0°/10 = (50 —;17,32 — 100)/10 = 5,3 /- 160,9" 


Observe-se que a soma das três correntes que penetram no nó de referên- 
cia é nula: 


I, + Ip + Iç = 3,46 /90º + 5,3 4 19,1 + 5,3 Æ 160,9º 
=73,46 + 5,0 — j1,732 — 5 — j1,732 = 0 
Determinar as correntes de linha 14, le lo no circuito da Fig. 10-15. 


Os nós 1 e 2 e o nó de referência estão identificados na figura. As tensões 
dos nós V, e V, podem ser lidas diretamente na figura, pois são iguais às 
tensões dadas. Assim, 


V, = 150 /120° e V, = — 150 /0º = 150 80º 


Com a lei de Kirchhoff para as correntes aplicada a cada um dos três nós, 
calculam-se as correntes pedidas. 


No nó 1: 

V V -— V, /i E ? 
L = 1 + 1 2. 300 /120 150 /180° = 96 fas 
10 /45º 10 /45° 10 /45° 


No nó de referência: 


- V, Və 150 -60" + 1500 _, 


I, = z = 6 475° 
É 10/45 10/45" 10 /45º 
No nó 2: 
V V, -V To o 
EEE DN E E 300 /180° — 150/120' | 26 195º 
10/45" 10 /45º 10 /45º 


10.10 Determin: 
da Fig. 10 


O nó 1« 
equação « 
(V,-50, 
onde: 

V, =(10; 


Calculam 
indicados 


I, = (50 Á 
L = V3 
A potênci: 
P= VI, e 
De P= Ei 
P,= E 


Observe-s 
potências 
= 198 W. 


= 53 19,1 


20 = 3,46 /90' 


3 


» nó de referên- 


1-15. 


ara. As tensões 
is são iguais às 


m dos três nós, 


45° 


4-195? 
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Figura 10-15 


10.10 Determinar a potência de saída da fonte e a potência em cada resistor do circuito 


da Fig. 10-16. 


O nó 1 e o de referência foram selecionados como indica a figura. A 
equação dos nós é: 


(V, -50 Æ 5 + V,/;10+V/(3-;4)=0 
onde: 


V,=(10/0)/(0,326 /10,6°) = 30,7 /— 10,6º 


Calculamos as seguintes correntes nos braços, admitindo os sentidos 
indicados: 


T; = (50 /0º - V)/5 = (50 /0º — 30,7 4- 10,65 = 4,12 /15,9° 
L = V,(3 -j4) = (30,7 4 10,65 4 53,1º) = 6,14 /42,5º 


A potência de saída da fonte é 


P = VI, cos 4 = (50) (4,12) cos 15,9º = 198 W 


De P = I?R determina-se a potência dissipada em cada resistor: 
P, = (1,5 = (4,12)5 = 85 W e P, = (1,23 = (6,14)23 = 113 W 


Observe-se que a potência total fornecida pela fonte é igual à soma das 
potências dissipadas pelos dois resistores do circuito, isto é, Pr=85 +113 = 
= 198 W. 
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Figura 10-16 


10.11 Determinar, na Fig. 10-17, as tensões nos nós 1 e 2, referidas ao ponto indicado. 


2 2 


Figura 10-17 


Pelo exame da figura, escrevem-se as equações dos dois nós, sob a forma 


matricial. 


aa 
5'2" 


o e 


onde: 
E -25 | 
v, , 725 (0,75 + 70,5) E 185 bes 
(0,45 — 50,5) -0,25 0,546 415,95" 
| — 0,25 (0,75 + 70,5) 


(=) 50/90" 


= 24,7 /72,25º 


ms 


kg 
1 
| 


10.12 Dado V,, 
cia 2 — jo 


Tirando c 
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0,45 — j0,5) 10 
-0,25 j25 


< 
u 


18,35 87,8 3 
= = 33,6 /58,75 
2 Ay 0,546 [15,95 


10.12 Dado V,, na estrutura da Fig. 10-18, como sendo a queda de tensão na impedân- 
cia 2 — j2, devida à fonte V, determinar a relação V/V.. 


2 ponto indicado. 


50/ 90º | Figura 10-18 


No diagrama estão indicados os nós 1, 2 e de referência, escolhidos. 
Assim, V, é a tensão do nó 2, referida ao ponto escolhido. 


As equações dos nós, sob a forma matricial, são, pois: 


£ [3] vV V, 
J5 E 


z Pi 1 
J5 Ea V2 0 


1ós, sob a forma 1 1 1 
f “pts! 
1 


Tirando o valor de V,: 


(0,506 — j0,131) V; — R 
j0,2 0 (0,2 [90)V,/(5 — j2) 


Vo csViE 
© 2º 1(0,506 — j0,131) j0,2 (0,276 T°) 
j0,2 0,45 + j0,05 


= 924,7/7225º 
2 > Y o 
Então: E ER 0,1345 / 


— 61,2º 
1º © — ;2%0,276 [7 RES 


SENA DR] 
NUCLEO DE INFO 
TECNOLÓGICA 
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Esse resultado é chamado função transferência e permite o cálculo direto 
da tensão de saída de um ramo dado, para qualquer tensão de entrada 


dada, isto é, Vo = V; (0,1345 /[- 61,2º). 
10.13 Dados os nós 1 e 2 da Fig. 10-19, determinar a relação ViN}. 


5 4 


1 2 


10 


Figura 10-19 


Equações dos nós, na forma matricial: 


A a v /5 
E tat 3) a) ER 
1 dal 
a) k EA | Rindo 
v 4/5) -0,25 | 
0 (0,35 — 0,2) (V,/ 50,408 [-29,8º) 
onde V, = ao 
Ay E: 


(0,45 — 50,5) (V,/5) 
-0,25 0 


v, = E Vi 50,25) 
Ay Ay 
e 
vV 7/5X0,403 |-29,8)/A 
roA Y Z 1,61 429,8° 


Va (W/5025/4, 


10.14 No circuit 
admitânci 


A matriz 


Yoransto1) 


No nó 1:' 


Como nã 


vV a 
1O Ya 
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ı cálculo direto 
ão de entrada 


10.14 


so 
[o 6) 

o 
< 


Outra solução Exprimir as tensões dos nós pelos cofatores. Como 
apenas uma fonte atua no circuito, pela corrente I, temos Vi = I, Bacy 
eV, = L(A Ay). 


Então temos: 


V 1(A,/4y) A 0,35 — 70,2 
1 PASY- Mt = MU, FA o 
; = LA? 3 = E = 0,25 1,61 -29,8 


vV 


No circuito da Fig. 10-20, determinar as tensões dos nós 1 e 2, empregando as 
admitâncias de entrada e de transferência. 


A matriz (Y) das admitâncias, para os nós escolhidos, é: 


É ba fa 
10 j5 2 2 
[Y] 
f Eral 1 
2 2 3+j4 —j0 
(0,6 — 50,2) -0,5 
-0,5 (0,62 — ;0,06) 
Então: 
(0,6 pa J0,2) —0,5 
do A -0,5 (0,62 — j0,06)| _ 0,194 455,5" _ : 
Ya= a (0,62 — 70,06) o CRE 0,313 /- 49,94 
Ay 0,194 4 55,5° 
Y = = = = 0,988/55,5º 
transf(21) Mis 1- 0,5) £555 
No nó 1: V a L 
ono i: Sus E T E 
á Y, Y ranst21) 


Como não há corrente devida ao gerador no nó 2, temos: 


oL (50/09/10 


a 0,313 £- 49,94° 


= 15,95 /49,94° 
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I Rá Í 
Do mesmo modo, V, = a L = 60 f )10 = 12,9 /55,5º 
transf Yo  0,3888/55,5º 


10 


Figura 10-20 


Resp.: (é 


10.16 Escrever 


Problemas Propostos 


10.15 Determinar o número de equações de tensões de nós necessário à solução de 
cada uma das estruturas mostradas na Figura 10-21 (a-f. 


y 
l 10.17 Escrever 
| matricial. 
matriz ob 
(a) (b) 
(e) (d) 
Figura 10-21 


irio à solução de 


S 
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(e) (p 
Figura 10-21 (continuação) 
Resp.: (a) 3, (b)5,(J1.(d4, (e) 4, (4. 
10.16 Escrever a equação do nó indicado no circuito da Fig. 10-22. 


R, R, 


| Figura 10-22 


10.17 Escrever as equações dos nós do circuito da Fig. 10-23 e colocá-las sob a forma 


matricial. Em seguida, escrever [y] por inspeção da figura e comparar com a 


matriz obtida a partir das equações. 


10 


5/30 


Figura 10-23 
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10.18 Escrever as equações dos nós da estrutura da Fig. 10-24 e colocá-las sob a 
forma matricial. Em seguida, escrever [Y] pela inspeção da figura e compará-la 
com a matriz obtida a partir das equações. 


1 


Figura 10-24 ! 


10.19 A Fig. 10-25 mostra o circuito da ponte de Wien. Escrever as três equações dos 
nós e colocá-las sob a forma matricial. Escrever [Y] por inspeção da figura e 


compará-la com a matriz obtida a partir das equações. | 
P P Wag 10.22 Determir 


Resp.: 4: 

Figura 10-25 
10.20 Determinar a potência fornecida pela fonte de 50 volts e a potência nos dois : 10.23 No circui 
resistores da Fig. 10-26, empregando o método dos nós. j sentido c 
Resp.: 140 W; 80 W; 60 W. i Resp.: 1 


10.21 Calcular a tensão V,g no circuito da Fig. 10-27, empregando o método dos nós. 
Resp.: 75,4 [55,2' V. 


:olocá-las sob a 
ra e compará-la 


às equações dos 
ação da figura e 


otência nos dois 


método dos nós. 
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500° 


Figura 10-26 
A 
5 
100/45° (~) 20 
© j20 
B 
Figura 10-27 


10.22 Determinar a tensão do nó V, no circuito da Fig. 10-28. 
Resp.: 43,9 / 14,9° V. 


500° 


Figura 10-28 


10.23 No circuito da Fig. 10-29, determinar a tensão do nó 1 e a corrente 1,. Admitir o 


sentido de 1, indicado no diagrama. 
Resp.: 17,7 -45° V;1,77 As5A. 
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Q 
ja 
© 


Figura 10-29 


10.24 Empregando o método dos nós, determinar a potência fornecida pela fonte de 10 
volts e a potência em cada resistor do circuito da Fig. 10-30. 
Resp.: 36,7; 27,8; 6,66 e 2,22 W. 


Figura 10-30 


10.25 Determinar a potência fornecida pela fonte V, = 50 /0º ao circuito da Fig. 10-31. 
Qual a potência dissipada em cada resistor do circuito? 
Resp.: P = 354 W; P, = 256 W; P, = 77,1 W; P, = 9,12 W e P, = 11,3 W. 


Figura 10-31 


10.26 Empregando o método dos nós, determinar L no circuito da Fig. 10-32. 
Resp.: 5 /90'A. 


10.27 Determinar. 
no resistor c 
Resp.: 24,2 


10.28 No circuito d: 
no nó 1? 
Resp.: 71,6 / 


10.29 Calcular a ten 
Resp.: 179 /x 


ı pela fonte de 10 


ito da Fig. 10-31. 


= 11,3 W. 


3. 10-32. 
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Figura 10-32 


10.27 Determinar a tensão eficaz da fonte V de modo a ter uma potência de 75 watts 
no resistor de 3 ohms do circuito da Fig. 10-33. 
Resp.: 24,2 V. 


00 00 


væ) 3 


Figura 10-33 


10.28 No circuito da Fig. 10-34, qual a tensão V que acarreta uma tensão 50 /0º volts 
no nó 1? 


Resp.: 71,6 É 30,2º V. 


Figura 10-34 


10.29 Calcular a tensão no nó 1 do circuito apresentado na Fig. 10-35. 
Resp.: 179 /204,8' V. 
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10.33 Determin 


3 E 
240/-120' É Rasa 
j4 , 10.34 A correnti 
1 Determin. 
Resp.: 0, 


240/ 0° 


Figura 10-35 


10.30 Determinar as três correntes de linha 14, lg e lo do circuito da Fig. 10-36. 
Resp.: 10 /60';10 /-60' e 10 /180' A. 


l 10.35 No circuit 


pelo méto: 
Resp.: 0,7 
50/-30º 
5/80 
50/-150" 
Di 
Figura 10-36 
10.31 No circuito da Fig. 10-37, determinar a tensão da fonte Vo, de modo que seja 
nula a corrente na impedância 2 + j4. 10.36 Determina: 
Resp.: 125 }- 135° V. nós. 
10.32 Qual a corrente na impedância 2 + j4 da Fig. 10-37, se a fonte V, for 100 /30°? Resp.: 0,14 


Resp.: 12,1 À NA. 


ig. 10-36. 


łe modo que seja 


V, for 100 /30"? 
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10.33 Determinar a potência fornecida por cada fonte do circuito do Probl. 10.32. 
Resp.: P, =— 90,6 W; P, = 1000 W. 


10.34 A corrente de excitação da Fig. 10-38 é l}. A corrente no resistor de 10 ohms é L. 
Determinar a relação 1,/1,. 


Resp.: 0,151 /25,8'. 


EE 


Figura 10-38 


10.35 No circuito da Fig. 10-39, determinar a função transferência de tensão, V/V, 
pelo método dos nós. 
Resp.: 0,707 [45'. 


Figura 10-39 
10.36 Determinar V/V; do circuito apresentado na Fig. 10-40 utilizando o método dos 
nós. 
Resp.: 0,159 4 61,4º. Comparar com o Probl. 9.36. 


10 |V, 


Figura 10-40 
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10.37 Determinar a tensão entre os terminais do circuito paralelo da Fig. 10-41 empre- 
gando o método dos nós. 


Resp.: 72,2 [53,8. 


Figura 10-41 


10.38 Determinar, pelo método dos nós, as tensões V 4g, Vgc € Vcp: No circuito da Fig. 
10-42. 


Resp.: 35,4 /45' V; 50 / 0° V; 13,3 /- 90° V. 


Figura 10-42 


10.39 Empregando o método dos nós, determinar a tensão nas impedâncias em 
paralelo da Fig. 10-43. 


Resp.: 35 /— 24,8" V. 


5 J5 
3 4 
100/ 0°! j 3 
+ 
Figura 10-43 


10.40 No circuit 
fonte 10, 
Resp.: 3, 


10.41 Determin: 
10-45. 
Resp.: 39 


30/0' 


i 10.42 No circuit 
o sentido 
Resp.: 1, 


10.43 Determin: 
corrente r 
referêncie 
Resp.: 95 


“ig. 10-41 empre- 


10 circuito da Fig. 


H 


impedâncias em 


| 
| 
i 
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10.40 No circuito da Fig. 10-44, determinar as tensões dos nós V, e V, e a corrente na 
fonte 10 /30' volts. 


Resp.: 3,02 /65,2º V; 1,34 /-31,3' V; 1,44 /38,8' V. 


-j2 
5 
10/30°( | | 


2 
3 
| aa 
+ 
Figura 10-44 
10.41 Determinar, pelo método dos nós, a potência no resistor de 6 ohms da Fig. 

10-45. 

Resp.: 39,6 W. 


Figura 10-45 


10.42 No circuito da Fig. 10-45, determinar a corrente na impedância 2 + /3, admitindo 
o sentido positivo para a direita. 
Resp.: 1,73 /40' A. 


10.43 Determinar a tensão V, no circuito da Fig. 10-46, de modo que seja nula a 
corrente no resistor de 4 ohms. Escolher um dos extremos desse resistor como 
referência. 


Resp.: 95,4 /- 23,2" V. 
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10.44 No circuito da Fig. 10-46, V, = 50 /0' e V, é desconhecida. Determinar V,, de 


10.46 Calcular a relação entre as tensões de nós V,/V, no circuito da Fig. 10-48. 
Resp.: 2,26 /96,35: . 


Figura 10-46 


modo que a corrente no resistor de 4 ohms seja nula. 


Resp.: 26,2 [113,2º V. 


10.45 No circuito da Fig. 10-47, determinar a corrente l, com o sentido ali indicado. 
Resp.: 11,7 /112,9° A. 


H an 
50/451 | 5 j2 


10/30° | 


5 


WW 


Figura 10-47 


Figura 10-48 


|: 


10.47 Determine 
método dc 
Resp.: 1,5 


1020%( 


10.48 Calcular a: 
Resp.: 18, 


so/0"( 


10.49 Determinar 
nula a corr 
Resp.:4 /1 


104 


190° 


eterminar V,, de 


> ali indicado. 


Fig. 10-48. 
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10.47 Determinar a tensão V, no circuito da estrutura da Fig. 10-49, empregando o 
método dos nós. 


Resp.: 1,56 A 28,7" V. 


2 2 2 
vw ir — E 
10/01 | j2 j2 j2 | V, 


Figura 10-49 


10.48 Calcular as tensões de nós V, e V, no circuito da Figura 10-50. 
Resp.: 18,6 /08,2º V. 


do ii mt 
50/0" J2 i 2 | 26,2/ 113,2" 
2E 


Figura 10-50 


10.49 Determinar a tensão do gerador V,, no circuito da Fig. 10-51, de modo que seja 
nula a corrente do mesmo. 
Resp.: 4 [180° V. Comparar com o Probl. 9.50. 


j Pp 5 


Figura 10-51 


TERA tetra 
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10.50 Na estrutura da Fig. 10-52, determinar a corrente 1, de modo que a tensão Vs | 


seja 5 / 30° volts. SEE 
Resp.:9,72 [- 16° A. 


Books 


Figura 10-52 


Introdução 


Uma e: 
correntes de mz 


Seja a 
ligadas, uma de 
do-se cada impe 
consequenteme: 
balho necessári 
estrutura ativa 

i e de Norton pre 


ue a tensão Vas 


E 


| al Capítulo 11 


MAKRON TEOREMAS DE 
THEVENIN E NORTON 


Introdução 


Uma estrutura cujas impedâncias são fixas pode ser resolvida pelas 
correntes de malha ou pelo método das tensões dos nós. 


Seja a estrutura da Fig. 11-1. As impedâncias Z,, Z, e Z, devem ser 
ligadas, uma de cada vez, ao circuito. Conforme o método empregado, inserin- 
do-se cada impedância no circuito, resulta uma matriz diferente para Z ou Y e, 
consegientemente, são necessárias três soluções completas diferentes. O tra- 
balho necessário para isso fica consideravelmente reduzido, se substituirmos a 
estrutura ativa por um circuito equivalente simples. Os teoremas de Thevenin 


e de Norton prestam-se a esse propósito. 
VA |z j 


289 


Figura 11-1 
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Teorema de Thevenin 


Esse teorema estabelece que qualquer estrutura linear ativa com ter- 
minais de saída como AB da Fig. 11-2(a) pode ser substituída por uma única 
fonte de tensão V’, em série com uma impedância Z’, como mostra a Fig. 11-2(b). 


A tensão equivalente de Thevenin, V’, é a tensão em circuito aberto 
medida nos terminais AB. A impedância equivalente, P’, é a impedância da 
estrutura, vista dos terminais AB, quando todas as fontes internas são anula- 
das*. 


—e B 


(a) (b) 
Figura 11-2 Circuito equivalente de Thevenin. 


A polaridade da tensão V’ equivalente de Thevenin deve ser escolhida 
de modo que a corrente através de uma impedância ligada tenha o mesmo 
sentido que teria com a impedância ligada à estrutura ativa original. 


Exemplo 1 


Dado o circuito da Fig. 11-3, determinar o circuito equivalente de Theve- 
nin, em relação aos terminais AB. Empregar o resultado, determinando a 
corrente nas duas impedâncias Z, = 5 -j5e Z, = 10/0º, ligadas, cada uma, 
aos terminais AB e calcular a potência a elas fornecida. 


Na Fig. 11-3, a corrente é: 
1=50/0º/(5+j5-5) = 10/0º. 


A tensão V’ de Thevenin equivalente é, então, a queda de tensão na 
impedância 5 + 5. Logo, 


* N.T. Substituídas pelas respectivas impedâncias internas. 


A impe 


O circu 
dirigide 


y! 
70,7/45º 


Ligande 
Theven 


I = 


ativa com ter- 
por uma única 
1a Fig. 11-2(b). 


zircuito aberto 
mpedância da 
nas são anula- 


: ser escolhida 


nha o mesmo 
nal. 


nte de Theve- 
terminando a 
as, cada uma, 


de tensão na 


na 
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A impedância, 


V = Vig = I(5 + j5) = 70,7 /45° 


-j5 
A 
5 
fa) 
5020: | 
J5 
B 
Figura 11-3 


vista dos terminais AB, é: 


zo CD ss 


5 +J5 -j5 
O circuito equivalente de Thevenin é o da Fig. 11-4(a) com a fonte V 
dirigida para o terminal A. 
KA A 
55 
y 
70,7/45" 
B 
(a) 
VA A 
Z 
v 16/07 
70,7/45° 
B 
(c) 
Figura 11-4 


Ligando-se a impedância Z, aos terminais do circuito equivalente de 


Thevenin, tem- 


se, como se vê na Fig. 11-4(b): 


L =(70,7/45/5 -j5 + 5 — j5) = 5/90" e P, = (I,)? 5 = 125 W 
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Quando a impedância Z, é ligada, como na Fig. 11-4(c), tem-se: nas impe 
terminai 
L = (70,7/45)/(5 — j5 + 10) = 4,47/63,43º e P,=(1,)2 10 = 200 W 


Teorema de Norton 


O teorema de Norton estabelece que qualquer circuito linear ativo de 
terminais de saída tais como AB da Fig. 11-5(a) pode ser substituído por uma 
única fonte de corrente P em paralelo com uma impedância Z’ como mostra a 


Fig. 11-5(b). 
Aplicado 
A A 
Rede i RAE 
linear l 
ativa 
B 
(a) (b) 
Figura 11-5 Circuito equivalente de Norton. 
A corrente equivalente de Norton, P, é a corrente através do curto-cir- 
cuito aplicado aos terminais da estrutura ativa. A impedância paralela Z’ é a 
impedância vista dos terminais AB, quando todas as fontes internas são anula- 
das.* Portanto, dado um circuito linear ativo, as impedâncias Z’ dos circuitos 
equivalentes de Norton e Thevenin são iguais. i A Fig. 11- 
A E Nora ae Eus A corrente é 
A corrente através de uma impedância ligada aos terminais do circuito 
equivalente de Norton deve ter o mesmo sentido que a corrente através da Ligada a i 
mesma impedância, ligada à estrutura ativa original. como mosi 
Exemplo 2 l L =P £ 
Dado o circuito da Fig. 11-6, determinar o circuito equivalente de Norton, s À 
em relação aos terminais AB. Com o resultado obtido, calcular a corrente Z,éP,=t 
Quando a 
tem-se: I, 


* N.T. Substituídas pelas respectivas impedâncias internas. 


m-se. 


: 200 W 


linear ativo de 
ituído por uma 
como mostra a 


Z JA 


és do curto-cir- 
paralela Z é a 
rnas são anula- 
Z dos circuitos 


nais do circuito 


nte através da 


ante de Norton, 
ular a corrente 
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nas impedâncias Z} = 5 — J5 e Z = 10/0", ligadas sucessivamente aos 
terminais AB, e determinar a potência fornecida a cada uma. 


-j5 
50/0? | 


Figura 11-6 


Aplicado um curto-circuito aos terminais AB (Fig. 11-7), temos P = 
=J5(5 + J5) 


=50/0º 4-5) = 10/90". Anulada a fonte, Z = +48 > 35 =5-)5. 
-j5 
A 
sO] 
B 
Figura 11-7 


A Fig. 11-8(a) mostra o circuito equivalente de Norton. Observe-se que a 
corrente é dirigida para o terminal A. 


Ligada a impedância Z, aos terminais do circuito equivalente de Norton, 
como mostra a Fig. 11-3(b), tem-se a corrente em Z4. 


pf Lo [5-5 1. ê TA: À 
Ļ=I (z F A = 10 /90º [1 o E) = 5 /90º. A potência fornecida a 
Z,éP,= 51? =125W 
Quando a impedância Z, é ligada em AB, como se vê na Fig. 11-8(c), 
tem-se: I, = P(5 —j5)(15 — 75) = 4,47 /63,43º e P,=10 (1) = 200 W. 
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Circuitos Equivalentes de Thevenin e Norton 


P— A 
10/90º 

7 

55 
P+— B 


Figura 11-8 


Os teoremas de Thevenin e de Norton foram aplicados aos dois circui- 
tos idênticos do exemplo 1 e do exemplo 2, respectivamente, obtendo-se resul- 
tados idênticos. Segue-se que os circuitos de Thevenin e de Norton são 


equivalentes entre si.* 


* 


IH 


B ra= 


Figura 11-9 Circuitos de Thevenin e Norton. 


N. R. Na realidade se diz que um é o dual do outro. 


Na Fi 
terminais AB, « 
corrente no Th: 
correntes são ig 
de Norton e a t 


A mesr 
aberto em cada 
TPZ. Igualando 


Os circ 
fregiiência. As 
impedância equ 
foram determin 
ativa. Uma vez 
circuitos de The 
foram caleulade 


11.1 Determinar 


A impedân 
impedânci: 


E = jb + 


A corrente 


=1,117/-2 


J4) ohms. 


ior 


aos dois circui- 
tendo-se resul- 
le Norton são 


= o4 
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Na Fig. 11-9 encontra-se a mesma impedância Z? à esquerda dos 
terminais AB, em ambos os circuitos. Aplicando-se um curto em cada circuito, a 
corrente no Thevenin é dada por V/Z’, enquanto no Norton é P. Como as duas 
correntes são iguais, temos uma relação entre a corrente do circuito equivalente 
de Norton e a tensão equivalente de Thevenin, isto é, P = V/Z’. 


A mesma relação pode ser obtida se for considerada a tensão circuito 
aberto em cada circuito. Para o circuito de Thevenin, ela é V’ e, para o Norton, 
TZ. Igualando as duas tensões, V’ = PZ ou P = V/Z’, como vimos acima. 


Os circuitos de Thevenin e de Norton são equivalentes para uma só 
fregiiência. As impedâncias complexas da estrutura ativa foram reduzidas à 
impedância equivalente Z’. A tensão equivalente V’ e a corrente equivalente P 
foram determinadas com o emprego das impedâncias complexas da estrutura 
ativa. Uma vez que as reatâncias dependem da freqüência, conclui-se que os 
circuitos de Thevenin e de Norton são equivalentes apenas na fregiiência em que 
foram caleulados. 


Problemas Resolvidos 


11.1 Determinar o circuito equivalente de Thevenin da estrutura ativa da Fig. 11-10. 


5 J5 


Figura 11-10 


A impedância equivalente Z’ é calculada substituindo-se a fonte por sua 
impedância interna. Assim, temos: 


gE 58 +) o A 
VÁ RE ras q ne JO 
A corrente I do circuito aberto da Fig. 11-10 é I = (10/05 + 3 + j4) = 


= 1,117/- 26,6'. A tensão em circuito aberto é a queda na impedância (3 + 
J4) ohms. 


4 
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V = 1 (3 + j4) = (1,1174 26,6°X(5/%53,1°) = 5,58/26,5º 


g 


A 


25 + j6,25 


ºB 


Figura 11-11 


À polaridade de V é dada pelo sentido da corrente que entra na impedân- 
cia 3 + j4. Assim, a fonte V’ debita no sentido do terminal A no circuito 


equivalente da Fig. 11-11. 


11.2 Determinar o circuito equivalente de Norton da estrutura ativa da Fig. 11-10. 


A impedância equivalente é a mesma calculada no Probl. 11.1: Z’ = 2,5 + 


+ J6,25. 
f 0 A 
WO À | 
f B 
Figura 11-12 


Aplicado um curto-circuito aos terminais AB, como mostra a Fig. 11-12, a 


impedância total que o circuito apresenta à fonte 10/0º é: 


f, CHI. RE ; 
Zp=5+5 Fá jo 588 +25 = 6,35 23,2 


Assim: 


I; = 10/0º/Z, = (10 /0)/(6,35 [23,2º) = 1,575 /-28,2º e 


PL Sto cistos» E E = 0,83/41,65º 


81º 
T3 +j4+j5 3 + j9 


A Fig. 1] 
corrente 
terminal 


11.3 Nos termi 
sivamente 
a potênci: 


Determi 
rente é I 
éV,=IG 


Exprime. 


* N.T. Melhor 


ca na impedân- 
JA no circuito 


a Fig. 11-10. 
11.1: Z =2,5+ 


:a Fig. 11-12, a 
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A Fig. 11-13 mostra o circuito equivalente de Norton. Observe-se que a 
corrente P é dirigida para A, já que a corrente do curto-circuito entra pelo 
terminal A. 


r — 


0,83/-41,65° 


Pp— 


Figura 11-13 


Nos terminais AB do circuito de corrente contínua da Fig.11-14, ligam-se, suces- 
sivamente, três resistores R, = 1 ohm, R, = 5 ohms e R} = 10 ohms. Determinar 
a potência dissipada em cada resistor. 


5 15 
= Es 
A 
+ + 
o= ES = 20 
l | E T 
Figura 11-14 


Determina-se o circuito equivalente de Thevenin. Na Fig. 11-14, a cor- 
rente é I = (20 — 10)⁄5 + 15) = 0,5 ampère. A queda no resistor de 5 ohms 
éV, = I(5) = 2,5 volts com a polaridade indicada. 


Exprime-se a tensão de A em relação à B, isto é, 

Vag = V = 10 + V, = 12,5 volts 

Quando as fontes de tensão contínua são anuladas *, a impedância Z’ fica 
igual à combinação paralela dos resistores de 5 e 15 ohms, 


5 - 15 


CAT 


= 3,15 


N. T. Melhor diríamos, substituídas pelas respectivas impedâncias internas. 
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A Fig. 11-15 mostra o Thevenin equivalente. Ligando-se cada um dos três 
resistores aos terminais AB, pode-se calcular as potências respectivas. 


Para R, = 1 ohm, I, = 12,5/(3,75 + 1) = 2,63 A 

e P; = A? (1) = (2,63} (1) = 6,91 W. 

Para R, = 5 ohms, L = 12,5/(3,75 + 5) = 1,43 A 

e P, = (L? (5) = (1,43} (5) = 10,2 W. 

Para R, = 10 ohms, I, = 12,5⁄3,75 + 10) = 0,91 A 
e P, = ()}? (10) = (0,91) (10) = 8,28 W. 


Figura 11-15 


11.4 Para o circuito da Fig. 11-16, determinar o circuito equivalente de Norton, em 
relação aos terminais AB. 


Figura 11-16 


Aplicando um curto-circuito aos terminais AB, determina-se F: 


P = 10/5 + 20/15 = 3,33 A 


A imped: 
tensão, é 


=5(15 
A Fig. 11 


11.5 Determini 


No circui 
A corren 


A tensão 
redução + 


la um dos três 
respectivas. 


de Norton, em 


se 7: 
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11.5 


A impedância equivalente, vista desses terminais, anuladas as fontes de 
tensão, é: 


Z = 5(15)(5 + 15) = 3,75 ohms. 
A Fig. 11-17 apresenta o circuito equivalente de Norton. 


P— A 
3,33 
VA 
3,75 
ps B 
Figura 11-17 


Determinar o Thevenin equivalente do circuito da Fig. 11-18. 


No circuito aberto, há duas correntes de malha, como mostra o diagrama. 
A corrente L é dada por 


5+j5 558 put] 
j 0 


5 
279 [72,6º 
I - - = — = 3,33/0º 
2 5 + j5 -j5 | 83,7 [72,6º to 


-j5 8+j8 


Figura 11-18 


A tensão em circuito aberto será V,p = L (6) = 3,33/0° (6) = 20/0". Pela 
redução do circuito, 
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5 +35 
7 = | = 3,32 + 71,41 


505) ; 
EE E + (2 + J3) 


6 [BE + +) 


A Fig. 11-19 mostra o circuito equivalente Thevenin com V’ dirigido para 
A. 


Figura 11-19 


11.6 Determinar o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-18. 


Aplicado um curto-circuito em AB, obtém-se a corrente L, através do 


curto: 
5 +75 558/I17A4 
-j5 0 
5 _ 219 {126° 3 
I >F TE E E PS 5,58 [23,14 
-J5 5+8 


Aimpedância Z’ = 3,32 + j1,41 foi calculada no Probl. 11.5. 


Como verificação, a tensão em circuito aberto do circuito equivalente de 
Norton, mostrado na Fig. 11-20, pode ser comparada com V’ de Thevenin 
do Probl. 11.5. 


Va = PZ = 5,58/-23,14(3,82 + j1,41) = 20,140,140 


No Probl. 


11.7 Substituir c 
terminais A 


Na única r 
= 20/0º. 
A queda de 


A tensão V 
de 10 ohm: 


V=V= 


P dirigido para 


1g. 11-18. 


L, através do 


equivalente de 
Y de Thevenin 
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T— A 
5,58/-23,14º 


VA 
3,82 + j1,41 


Figura 11-20 


No Probl. 11.5, V’ = 20/0º. Resultados bastante próximos. 


11.7 Substituir o circuito ativo da Fig. 11-21 por um equivalente de Thevenin nos 


terminais AB. 


10/45" 


Figura 11-21 
Na única malha do circuito, a corrente é: 


I = 20/0/10 + 3 - j4) = 147/17,1 


A queda de tensão no resistor de 10 ohms é, então, Vo = K10) = 14,7/17,1°. 


A tensão V „g é a soma das tensões das duas fontes e da queda no resistor 


de 10 ohms, com as polaridades indicadas na Fig. 11-22. Assim, 


V = Vag = 20/0º — 10/45º — 14,7/17,1º = 11,389/264,4º 


Figura 11-22 
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10(3 — j4) 


A impedância Z = 5 + TESS 


= 7,97 — j2,16. 


A Fig. 11-23 mostra o circuito equivalente de Thevenin. 


r 


A 
7,97 — j2,16 


11,39/264,4º 


B 
Figura 11-23 
11.8 Determinar o circuito equivalente de Norton do circuito da Fig. 11-21. 
Z = 7,97 — j2,16, calculada no Probl. 11.7. 


Aplicando um curto-circuito nos terminais AB e escolhendo o sentido dos 
ponteiros do relógio para as correntes nas malhas principais, temos 


E - j4 -20 

-10 (20 — 10/45°) é 

= q PAra O ya) [279,7º 
E a e 112,3 432,3" 


No Norton, a fonte de corrente P debita no terminal A, como mostra a Fig. 
11-24. 


Comparando a tensão em circuito aberto Vav» deste circuito, com a tensão 
V’ do Thevenin equivalente do Probl. 11.7: 


Vi = PZ = (1,39 /279,T°\(8,25 /-15,2°) = 11,45 /264,5° 


e V’ = 11,39/264,4º 


11.9 No circuito 
circuito de 


Anulada £ 


nais, const 


pt (5 - 
E 


Em circuit 
I, pelo dia 


I = 5 80 
Uma vez q 


V=L6+ 
A Fig. 11-2 


-E 


11-21. 


do o sentido dos 
ais, temos 


= 1,39 /279,7º 


no mostra a Fig. 


to, com a tensão 
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T— A 
1,39 279,7º 
p 
8,25/-15,2º 
p= B 
Figura 11-24 


11.9 No circuito ativo da Fig. 11.25 há uma fonte de corrente | = 5/30°. Achar o 


circuito de Thevenin equivalente, nos terminais AB. 


Figura 11-25 


Anulada a fonte, a impedância equivalente, vista daqueles dois termi- 
nais, consta de dois ramos em paralelo. Então, 

A (5 + J5X15 + J5) 

— (56 +j5 +15 +j5) 


=4+J3 


Em circuito aberto, a corrente I se divide entre os dois ramos. Calculando 
I, pelo diagrama, temos: 


A af DUETO Vo š 
1-5 /80º [não E E) = 1,585 /48,4 
Uma vez que a tensão V,, = V’ é a queda de tensão na impedância 5 +J5 


V = L (5 + J5) = (1,585/48,4º) (7,07/45º) = 11,2/93,4º 


A Fig. 11-26 mostra o circuito de Thevenin equivalente. 
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Z A 
4+j3 
T] 
11,2/98,4º 
B 
Figura 11-26 


11.10 Determinar o circuito equivalente de Norton do circuito ativo da Fig. 11-25. 


A impedância equivalente, calculada no Probl. 119,67 =4+j78 = 


= 5/86,9º. 


Aplicando um curto-circuito em AB da Fig. 11-25, a corrente nesse circui- 


to é 


a ef _ 5+5 _ )_ o 
P = sof; E 7) = 2,24 [56,6 
A Fig. 11-27 apresenta o circuito equivalente de Norton. 


T— A 
2,24/56,6º 


> 


5/36,9º 


Pan 


Figura 11-27 


A circuito aberto, o circuito equivalente de Norton tem uma tensão Vas 
= (2,24/56,6') (5/36,9º) = 11,2/93,5º. No Probl. 11.9, a tensão do Thevenin 
equivalente é V’ = 11,2/93,4. 


11.11 Determinar o Thevenin equivalente ao circuito em ponte dado na Fig. 11.28. Em 
que condições a tensão em circuito aberto dos terminais AB é igual a zero? 


Anulada 
AB, é cor 
combinaç 


Fig. 11-25. 
2º = 4 +33 = 


te nesse circui- 


ia tensão V; = 


io do Thevenin 


a Fig. 11.28. Em 
jual a zero? 
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Figura 11-28 


Anulada a fonte de tensão, a impedância equivalente, vista dos terminais 
AB, é constituída pela combinação paralela de Z} e Z,, em série com a 
combinação paralela de Z, e Z,. Então, 

VAVÁ ZZ 

| 7 - e g qua 

; Z, +27, +Z 


A circuito aberto, a fonte Va acarreta as correntes I, e L,, mostradas no 
diagrama. 


I = V/Z + Z)e L = V/Z + Z3) 
Admitindo que o potencial de A é superior ao de B, temos: 


V=Va- LZ -LZ, 


E Vos S Vos 
E Z+% + E 
— ZZ; 
E vo 
z + + (Z, + Z3) 
Z A 
“(UI 
B 
Figura 11-29 
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A tensão V’ do Thevenin equivalente é proporcional à diferença ZZ, — 11.13 Substituir 
Z,Z,. Quando Z,Z, = Z,Z,, a tensão V’ = 0. equivalen 
circuito ec 
11.12 Determinar o Thevenin equivalente do circuito em ponte da Fig. 11-30. 
A impedé 
dância 5 
equivale: 
(5 
Z => 
Figura 11-30 
A impedância equivalente nos terminais AB, depois de anulada a fonte, é: 
» — 2412 + J24) _ 50(30 + 760) _ r 
maage pa ga — 974268 
Em circuito aberto, a corrente, no lado esquerdo da ponte, é -= (20/0) Z está e 
1 
(33 + j24). No lado direito, I, = (20/0°)80 + j60). FR 
1 9 jan 3 
Admitindo que o ponto À tem potencial superior ao de B, temos: 
Z é obtid 
eve (20 012 + 24) (20/0430 + 60) l a 
“CABO 33 +j24 80 +760 z = E 
= (20/090 + j2 | 2 - SS |. 0,328 /170,5° ' e 
33 + j24 80 + j60 3 i 
malha. 
T: 
A 8. 
47,4/26,8º | » 
vV pee 
| 2 
0,328/170,5º f é 
a 
Figura 11-31 A tensao 
V'= (5) 


ferença ZZ, — 


11-30. 


tada a fonte, é: 


é L = (20/0º 


emos: 
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11.13 Substituir o circuito à esquerda dos terminais AB da Fig. 11-32 pelo Thevenin 


equivalente. Em seguida, determinar a corrente na impedância 2 — j2, ligada ao 
circuito equivalente. 


A impedância Z’ pode ser encontrada pela redução da estrutura. A impe- 
dância 5 — ;2 está em paralelo com a resistência de 3 ohms. A impedância 
equivalente é 


_ 5- j2X8 +j0) no 
Z = a o = 1,94 — j0,265 


2 


J5 A 


Figura 11-32 


Z, está em série com j5. Somando as duas, obtemos 
Z, = 1,94 — j0,265 + j5 = 1,94 + ;4,735 
Z é obtida pela combinação de Z, e o resistor de 5 ohms. Assim, 


, _ (1,94 + J4,735)5) a 
2 = e94+ j4735 ` 3,04/33,4º = 2,54 + 1,67 


Considerando o circuito aberto, calcula-se I, pelo método da corrente de 
malha. 


8-j2 10/30 


E : 30 B0 
I. = = = 0,433 /9,7 
2 ; , > 
8-2 3 69,25 /20,3 
3 8+5 


A tensão a circuito aberto é a queda no resistor de 5 ohms: 


VY =L(5)= (0,433/9,7") 5 = 2,16/9,7º 
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Conectando a impedância 2 — j2 ao Thevenin equivalente (Fig. 11-33), a 
corrente pedida será: 


Figura 11-33 


I=VXZ + 2- j2) = (2,16/9,7(4,54 — j0,33) = 0,475/13,86º 


11.14 Determinar uma tensão Vo, no circuito da Fig. 11-34, de modo que seja nula a 
corrente na impedância 2 + /3. 


5 A 2 3 B 4 


30/0 (~) 


QQQ 
g 
S 


Figura 11-34 


Aplica-se o teorema de Thevenin ao circuito dado e obtém-se a tensão 
equivalente medida nos terminais AB. A circuito aberto, as duas cor- 


rentes de malha são I, = (30/0/(5 + j5) e L = V,/10. 
Supondo que o potencial de A seja mais alto que o de B, tem-se: 
V = Vag = L (5) — L6) = 30/0º 5/5 + j5) — V (610 = 21,2/45º — 0,6V, 


À corrente no Thevenin equivalente da Fig. 11-35 será nula se V’ = 0. 
Então, 


0 = 21,2/45° - 0,6 V, ~. V, = 35,4/45º (veja Probl. 9.19) 


Observação: o valor da impedância Z’ da Fig. 11-35 não é necessário no 
problema. Entretanto, seu cálculo é deixado ao leitor como exercício. 


11.15 Determine 
na fonte 2 


Calcula-s 


A tensão : 


Vi 


83,6 


Ao se liga 
mostra a | 
V’ deverá 
V, = 20/0º 


e (Fig. 11-33), a 


ms 


) que seja nula a 


ém-se a tensão 
o, as duas cor- 
am-se: 


1,2/⁄45° - 0,6V, 


nula se V’ = 0. 


é necessário no 
o exercício. 
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(21,2/45º — 0,6V,) 


Figura 11-35 


11.15 Determinar a tensão V, da fonte da Fig. 11-36, de modo que seja nula a corrente 


na fonte 20/0". 


De Dn egãão Si O A 


20/0" 


V, 


B 
Figura 11-36 


Calcula-se o equivalente de Thevenin para o circuito ativo à esquerda dos 
terminais AB. A circuito aberto, existem duas correntes de malha, Lel. 
O valor de I, é 


5 + JD Vi 
5 0 


v5 (90º 
o 83,6 /12,6° 
P B 


A tensão a circuito aberto é agora a queda no resistor de 6 ohms, IL (6): 


v, 5/90" 
V = ——— (6) = (0,359 /17,4°) V 
83,6 ECA Uia e 


Ao se ligar o circuito equivalente de Thevenin aos terminais AB, como 
mostra a Fig. 11-37, fica evidenciado que, para que a corrente seja nula, 
V deverá ser igual à outra fonte, isto é, W = 20/0º. Assim, (0,359/17,4º) 
V, = 20/0º, donde V, = 55,7/-17,4º (veja Probl. 9.20). 
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Também neste caso é válida a observação feita no final do problema 
anterior. 


(0,359 [17,40)W, 


Figura 11-37 


11.16 Três impedâncias, Z, = 10/30", Z, = 20/0º e Z, = 5 — ja, deverão ser ligadas, 
sucessivamente, aos terminais AB da Fig. 11-38. Determinar a potência dissipa- 
da em cada uma delas. 


Figura 11-38 


Substituído o circuito por seu equivalente Thevenin nos terminais AB, as 
impedâncias são aí ligadas, uma de cada vez. 


Para o cálculo da impedância de entrada escolhem-se três cortes de 
malha, como se uma fonte hipotética estivesse debitando entre os termi- 
nais AB, conforme mostra a Fig. 11-39. A impedância de entrada Z,, é 2º 
do circuito de Thevenin. Da definição de Z,, temos Z,, = A,/A,, onde 


(5 + 75) —5 (5 + 95) 


A =| 5 (10 + j10) (5 — j10)| = 1455 /121º 
6 =+j5) (5-jl0) (15 +15) 


1 
Ay = i 


Substitui 
+ J5,34. 


A circuito 
11-40. Sã 


al do problema 


erão ser ligadas, 
potência dissipa- 


erminais AB, as 


três cortes de 
- entre os termi- 
entrada Z,, é Z? 
1,/A,, onde 
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_ lao +;10) 5- 10] _ 
Au A a — SA 


Substituindo Z’ = Z,, = A/A; = 1455/121º / 213,5/69,4º = 6,82/51,6' = 4,23 
+ 5,34. 


Figura 11-39 


A circuito aberto há duas correntes de malha, I, e L, como se vê na Fig. 
11-40. São elas: 


Figura 11-40 
o 5 | 
50 15 +j5 E 
558 /26,6 
I, = - = — = 2,62/42,8º 
1 10 + j10 5 213,5 /69,4º 
5 15 + j5 
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e 
10 + j10 50 
i 2 558 /69,4º 
L = — -558634 2,62 /-6° 
A, 213,5 /69,4º 


A tensão do equivalente Thevenin V’ é a tensão em circuito aberto V, p, 
admitindo-se o ponto À a um potencial maior do que o de B. Na Fig. 11-40, 
as quedas de tensão no resistor de 5 ohms do ramo central e na reatância 
J5 do ramo inferior estão indicadas com polaridades instantâneas. Então, 


V = V, g = L6) - LOS) = (2,62/42,8'%5) — (2,6246°) (5/90") = 23,4/-69,4º 


A A 


Figura 11-41 


A Fig. 11-41 mostra o circuito equivalente de Thevenin com a impedância 
de carga Z, ligada aos terminais AB. 


Substituindo os valores de Z; dados, em I = VZ + Z,), obtêm-se as 
correntes e as potências pedidas. Assim, temos: 


Com Z; = Z, = 10/80" = 8,66 + j5, 


23,4 [-69,4º F l 
Doaa oa aer e a 


e P, = (L)? ReZ, = (1,414) (8,66) = 17,32 W; 


com Z, = Z, = 20/0º, temos: 


234 =- 69,4º 
2" (4,23 +j5,34 + 20) 


= 0,940 /81,8º e P,=(0,940)(20) = 17,65 W; 


11.17 Determinar 
da Fig. 11- 
Resp.: Z = 


11.18 Obter o cir 
Resp.: Z’ = 


11.19 Obter o cir 
Fig. 11.43. 
Resp.: Z = 


t 
50 V1 


11.20 Determinar 
Resp.: Z = 


ito aberto V, p, i 
. Na Fig. 11-40, l 
le na reatância j 
itâneas. Então, 


= 23,4/69,4º 


n a impedância 


n)» obtêm-se as 


0) = 17,65 W; 
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com Z, = Z, = 5 — j5, temos: 


o 284[694 ê > 25) = 
L = (433+)554 15095) T 254715 e P, = (2,545) = 323W. 


Problemas Propostos 


11.17 Determinar o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito ativo 
da Fig. 11-42. 
Resp.: Z = 9,43 ohms; V’ = 6,29 V (B+). 


8 12V 
ajlll-e 4 


Figura 11-42 


11.18 Obter o circuito equivalente de Norton do circuito da Fig. 11-42. 
Resp.: Z = 9,43 ohms; F = 0,667 A. 


11.19 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito ativo da 
Fig. 11.43. 
Resp.: Z = 1,52 ohms; V’ = 11,18 V (B+). 


Figura 11-43 


11.20 Determinar o circuito equivalente de Norton no circuito da Fig. 11-43. 
Resp.:Z' = 1,52 ohms; E = 7,35 A. 


314 Circuitos Elétricos 


11.21 Obter o Thevenin equivalente ao circuito em ponte da Fig. 11-44, visto dos 
terminais AB. 
Resp.: Z = 55,5 ohms, V’ = O volt. 


20 40 
24 V mm 
250 \“ 500 
Figura 11-44 


11.22 Mudado o resistor de 500 ohms do circuito da Fig. 11-44 para 475 ohms, 
determinar o circuito equivalente de Thevenin. 
Resp.: Z = 55,4 ohms; V’ = 0,0863 V (A+). 


11.23 Aplicando o teorema de Thevenin ao circuito em ponte da Fig. 11-45, determinar 
a deflexão de um galvanômetro, ligado em AB, com uma resistência de 100 
ohms e uma sensibilidade de 0,5 pA por mm. 

Resp.: D = 19,5 em. 


Figura 11-45 


11.24 Determinar o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB da ponte de CA, 
mostrada na Fig. 11-46. 


Resp.: Z' = 88,7/11,55°; V’ = 0,192/—43,4°. 


11.25 Aplicandı 
ligado ao 
Resp.: 2, 


11.26 Repetir o 


11.27 Obter o « 
Fig. 11-4: 
Resp.: Z 


11.28 Obter oc 
Resp.: Z 


11-44, visto dos 


oara 475 ohms, 


1-45, determinar 
iistência de 100 


da ponte de CA, 
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Figura 11-46 


11.25 Aplicando o teorema de Thevenin, determinar a potência num resistor de 1 ohm 
ligado aos terminais AB do circuito da Fig. 11-47. 
Resp.: 2,22 W. : 


11.26 Repetir o Probl. 11.25, empregando o circuito equivalente de Norton. 


Figura 11-47 


11.27 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito ativo da 
Fig. 11-48. 
Resp.: Z’ = 10,6/45'; V' = 11,17/63,4º. 


11.28 Obter o circuito equivalente de Norton nos terminais AB do circuito da Fig. 11-48. 
Resp.: Z' = 10,6/45'; l = 1,05/251,6". 


16 i5 

10 J J A 
10 
10/0º 

10/ 90° 

B 
já 
Figura 11-48 
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11.29 Empregando o teorema de Thevenin, determinar a potência entregue a uma 
impedância 2 + j4 ligada aos terminais AB do circuito ativo da Fig. 11-49. 
Resp.: 475 W. 
11.30 Repetir o Probl. 11.29, aplicando o teorema de Norton. 
Figura 11-49 
11.31 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito ativo da 
Fig. 11-50. 
Resp.: Z = 5,55/0º,V' = 5,9/16,4º. 
11.32 Obter o circuito equivalente de Norton para a estrutura da Fig. 11-50. 
Resp.:Z' = 5,55/0'; l = 1,06/16,4'. 
Figura 11-50 
11.33 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB da estrutura ativa da 
Fig. 11-51. 
Resp.:Z = 2,5 + 12,5: V' = 2512/45". 
11.34 Obter o circuito equivalente de Norton para a estrutura da Fig. 11-51. 


Resp.: Z = 2,5 + j12,5; F = 2,77/-33,7'. 


11.35 Substituin 
equivalen 
Resp.: Z': 


11.36 Repetir o 
nais AB. 
Resp.: Z’: 


11.37 Uma fonte 
pontos inc 
Resp.: Z- 


11.38 Determine 
11-53. 
Resp.: Z: 


entregue a uma 
ig. 11-49. 


circuito ativo da 


11-50. 


'strutura ativa da 


11-51. 
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Figura 11-51 


11.35 Substituindo a estrutura da Fig. 11.52, nos terminais AB, por seu Thevenin 
equivalente, determinar a corrente | na impedância 3 + j4. 
Resp.: Z = 3,53/45°; V’ = 70,7 /135°; I = 8,3/85,2°. 


50/90 


Figura 11-52 


11.36 Repetir o Probl. 11.35 empregando um circuito equivalente de Norton nos termi- 
nais AB. 


Resp.: Z = 3,53/45"; E = 20/90"; 1 = 8,3/85,2". 


11.37 Uma fonte de corrente 15/45 ampères alimenta o circuito da Fig. 11-53 nos 
pontos indicados. Substituir o circuito por um Thevenin equivalente em AB. 
Resp.: Z = 11,48 + /1,19;V' = 28,6/83,8". 


11.38 Determinar o circuito equivalente de Norton nos terminais AB do circuito da Fig. 
11-53. 
Resp.: Z = 11,48 + 1,19; = 2,47/77,9. 
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B 
Za 
Figura 11-53 
11.39 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito da Fig. 
11-54. 
Resp.: Z = 5,94/-49,8': V'=43,3/70,6". 
IN 10/0 
Rs o 


T 3 
—e B 


Ed 
Figura 11-54 


11.40 Obter o circuito equivalente de Norton para a estrutura da Fig. 11-54. 


Resp.: Z = 5,34/49,8'; | = 8,1/-20,8". 


11.41 Empregando o teorema de Thevenin, determinar a potência dissipada na impe- 
dância Z = 10/60" ohms, ligada aos terminais AB da estrutura da Fig. 11-55. 
Resp.: 23 W. 


Figura 11-55 


11.42 Repetir c 


11.43 Obteroc 
Resp.: Z' 


11.44 Determin 
Resp.: Z' 


11.45 Determin 
Fig. 11-5 
Resp.: Z' 


11.46 Obter oc 
Resp.: Z 


11.47 O circuit 
uma fon 
Thevenir 
Resp.: Z 
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11.42 Repetir o Probl. 11.41, empregando o circuito equivalente de Norton. 


circuito da Fig. 
9 Figura 11-56 


11.43 Obter o circuito equivalente de Thevenin do circuito ativo da Fig. 11-56. 
Resp.:Z' = 5,09/-82,5"; V’ = 46,2/--57,5'. 

11.44 Determinar o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-56. 
Resp.:Z' = 5,09/-82,5'; l = 9,05/25'. 


11.45 Determinar o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito da 
Fig. 11-57. 


Resp.: Z = 6,2/51,8'; W = 62,6/44,17'. 


IL 4.38 J2.5 l, 
1-54. 


sipada na impe- 
la Fig. 11-55. 


Figura 11-57 


11.46 Obter o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-57. 


Resp.: Z' = 6,2/51,8'; l = 10,1/-7,63°. 


11.47 O circuito ativo da Fig. 11-58 contém uma fonte de corrente de 4/45° ampères e 
uma fonte de tensão de 25/90" volts. Determinar o circuito equivalente de 
Thevenin nos terminais AB. 

Resp.: Z = 3,68/36'; V' = 22,2/98'. 


es Ras. 
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11.48 Obter o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-58. 


Resp.: Z' = 3,68/36'; | = 6,03/62'. CEE 
I —— 
alas 
MAKRON 
Books 
I «— 
Figura 11-58 
11.49 Determinar o Thevenin equivalente nos terminais AB do circuito ativo da Fig. 
11-59. 
Resp.: Z = 3,47 [6,85°; V = 31 ,2/6,89º. 
11.50 Obter o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-59. i I d z 
Resp.: Z = 3,47 6,85"; F = 9,0/0". ntroduçã 
Os mé 


possível a res 
teoremas de T 
- redução dos cá 
individualmen 
neste capítulo 
determinados 
razão, ser cons 


Figura 11-59 


Transform 


Uma e 
dâncias Z,, Z; 
ligação em A (d 
tuído por três 
constitui uma 
suas respectiv. 


iguais. 


-58. 


ito ativo da Fig. 


-59. i 


| Capítulo 12 


MAKRON TEOREMAS GERAIS 
DE CIRCUITOS 


Introdução 


Os métodos das correntes de malha e das tensões nos nós tornam 
possível a resolução, praticamente, de todos os circuitos. A introdução dos 
teoremas de Thevenin e de Norton, no Capítulo 11, mostrou sua utilidade na 
redução dos cálculos numéricos quando várias impedâncias devem ser ligadas, 
individualmente, a um par de terminais. Também os teoremas apresentados 
neste capítulo atendem à mesma finalidade de simplificação da solução de 
determinados tipos de problemas sobre circuitos. Este capítulo pode, por esta 
razão, ser considerado como uma ampliação do Capítulo 11. 


Transformação A-Y 


Uma estrutura passiva de três terminais, constituída por três impe- 
dâncias Z,, Zg € Zo como mostra a Fig. 12-1(a), forma o que se chama uma 
ligação em A (delta ou triângulo). Um circuito passivo de três terminais, consti- 
tuído por três impedâncias Z,, Z, e Z, ligadas, como mostra a Fig. 12-1(b), 
constitui uma ligação em Y (estrela). Os dois circuitos serão equivalentes se 
suas respectivas impedâncias de entrada, de saída e de transferência forem 
iguais. 
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Figura 12-1 


Seja V, a tensão de entrada e Vo a correspondente tensão de saída em 
cada circuito. Escolhendo a corrente do entrada, E, e a de saída, L,, com o 
mesmo sentido horário, em cada circuito, seja La corrente da malha central da 
ligação em A, com o sentido indicado. 


A forma matricial das equações das correntes de malha do circuito 
ligado em A é: 


Za -Za 0 I, V, 
-Z, Z+ Zg +Z -Ze I =| 0 
0 Ze Ze I, Vo 


As correspondentes impedâncias de entrada, de saída e de trans- 
ferência são: 


Z, = A, E Z Zn 
RA CAs 
Z = A, e ZgZo 
0 A Zp + Zo 
A, 
Ziransf A. = Zg 


As equações das correntes de malha do circuito ligado em Y, Fig. 


12-1(b), são: 
E + Z, Lo, i l a 
-Z, Z + Z| | To Vo 


As corr 
ferência são: 


Igualan 


Substit: 
tirando os valor: 


Assim, 
uma ligação em 


Para ob 
(3), (£) e (5) e to: 
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Z; As correspondentes impedâncias de entrada, de saída e de trans- 
CA ferência são: 
” Eat A £ ZZ, + Z2, + ZZ 
do x Lo Ap Z, + Z; 
a A, - ZZ, + ZZ, + ZZ, 
TEA Z +Z 
7 A, S ZZ + ZZ, + ZZ; 
transf A e Z 
ão de saída em 12 2 


ída, I,, com o 


Igualando as impedâncias de mesmo nome, nos dois circuitos: 
alha central da Š 


Z,Zg k ZZ, + ZZ, + ZZ, (1) 
lha do circuito Z, + Zg Z, + Z; 
Zgo é ZZ, + ZZ, + ZZ, (2) 
Zg + Ze Z + Z, 
"E ZZ, + ZZ, + ZZ, (3) 
i aN VA 
2 
la e de trans- Substituindo Zg em (1) e (2) pelo seu valor em (3) e, em seguida, 
tirando os valores de Z, e Zo, vem: 
E ZZ, + ZZ, + ZZ, (4) 
Am Z 
3 
E ZZ, + ZZ, + ZZ (5) 
c Z 


1 


Assim, uma ligação em estrela de Z,, Z, e Z, pode ser substituída por 
i uma ligação em triângulo de Z,, Zg e Zo, atendidas as equações (3), (4) e (5). 


Para obter-se a transformação de A para Y, somem-se as três equações 
(3), (4) e (5) e tome-se o inverso. Vem: 


: ZZZ, (6) 
a + Zg + Zo (ZZ, + ZZ, + ZZ)” 


do em Y, Fig. 
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Multiplicando o primeiro membro de (6) por Z sZp e o segundo membro 
pelas expressões de Z} em (4) e de Zp em (3), temos: 


1 
oo sa didi 
[nã rã 2% 


ZZZ ZZ, + ZZ, + ZZ; \ | ZZ, + ZZ, + ZZ 
(ZZ, + ZZ, + 2,29)? Z; Z, 
Z,Zg 


a ET Z+ Zp + Zo 


Semelhantemente, obtêm-se expressões para Z, e Z, em função de Z,, 
Zg e Zo. Os resultados completos das transformações Y — A e vice-versa são 
tabulados a seguir. 


Transformação Y — A Transformação A- Y 


RT ZZ + ZZ, + ZZ E Z,Zp 

A Z, 1 Z + ZA Ze 
NA ZZ, + ZZ, + ZZ, Ea Z dc 

B Zo 2 Z, + Zg + Ze 
aa ZZ, + ZZ, + ZZ, FAE ZgZe 

C Z 3 Z, +t Zg + Zo 

Zs 
Z, Ze 
Figura 12-2 


As relações acima podem ser obtidas pelas duas regras mnemônicas a 
seguir: 


1. Transformaç 


Qualq 
duas, das impe 
é oposta. 

Na Fi; 
impedância qu 


2. Transformaç 


Qualq 
cias adjacentes 


Na Fi; 
triângulo, divit 


Teorema d 


Este te 
estrutura bilat 
respostas obtid 
anuladas. * 


O prin 


de malha e da: 
como relações < 


* N.T. Substitu 


gundo membro 
ZZ + E 


n função de Z,, 
vice-versa são 


-Y 


mnemônicas a 
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1. Transformação Y — A 


Qualquer impedância do triângulo é igual à soma dos produtos, duas a 
duas, das impedâncias da estrela, dividida pela impedância da estrela que lhe 
é oposta. 

Na Fig. 12-2, Z, é igual à soma dos três produtos, dividida por Z,, 
impedância que lhe fica oposta na estrela. 


2. Transformação A — Y 


Qualquer impedância da estrela é igual ao produto das duas impedân- 
cias adjacentes do triângulo dividido pela soma das três impedâncias do triângulo. 


Na Fig. 12-3, Z, é igual ao produto Z,2Z,, impedâncias adjacentes do 
triângulo, dividido pela soma das três impedâncias do triângulo. 


Figura 12-3 


Teorema da Superposição 


Este teorema estabelece que a resposta, em qualquer elemento de uma 
estrutura bilateral linear que contenha duas ou mais fontes, é a soma das 
respostas obtidas individualmente por cada fonte, com todas as devidas fontes 
anuladas.* 


O princípio da superposição estava implícito nos métodos das correntes 
de malha e das tensões dos nós. Essas correntes e tensões foram encontradas 
como relações de dois determinantes (ver Capítulos 9 e 10). O desenvolvimento 


* N.T. Substituídas pelas respectivas impedâncias internas. 
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dos determinantes do numerador em função dos elementos da coluna que 
contém as fontes resultou em equações do tipo: 


A A A (7) 
Lev Seye 3 Sa 
1 1 Az 2 Az åz 
e 
A A A (8) 
VE Le PL a dr 
1 1 Ay 2 Ay Ay 


Os termos da equação (7) são as correntes componentes da corrente de 
malha Į, devidas às tensões V,, V, etc. Na equação (8) os termos são as tensões 
componentes da tensão de nó V,, devidas às correntes Į}, L etc. 


Caso as correntes de malha sejam escolhidas de modo que as fontes 
fiquem todas em ramos não-acoplados, os termos de (7) serão idênticos às 
correntes devidas a cada fonte, atuando isoladamente. Do mesmo modo, se as 
fontes de correntes de uma estrutura a ser resolvida pelo método dos nós 
tiverem todas um mesmo ponto de retorno, tomando-se esse ponto como refe- 
rência, os termos da equação (8) serão idênticos às tensões de nós que resultam 
quando cada fonte atua isoladamente. 


O princípio da superposição se aplica à determinação de correntes e de 
tensões de nós linearmente relacionadas às fontes que ajem no circuito. A 
potência não pode ser determinada pela superposição, por ser quadrática a 
relação entre potência e corrente ou tensão. 


Teorema da Reciprocidade 


Estabelece este teorema que, num circuito, com uma única fonte, linear 
e bilateral, a relação entre excitação e resposta é constante, quando se invertem 
as posições entre excitação e resposta. 


Na hipótese de corrente de malha com uma única fonte atuando na 
estrutura, pode-se demonstrar o teorema, considerando a seguinte equação 
para a corrente LI : 


L=V Ir yoi yor y der 
EEN n a SA + 
z z z 


Seja V, 


A relaç 


Interca 
torna V. eacor 


A relaç 


As dua 
em qualquer e: 
dância [Z] é sim 
iguais. Assim, 5 
a mesma correr 
para a malha r. 
não permanecer 


O teori 
nham uma úni 
tensão que apai 
que atua nos te) 
de corrente é de: 
outros pontos dc 


Teorema dı 


A qued 
é dada por IZ. I 


la coluna que 


(7) 


(8) 


da corrente de 
| são as tensões 


| que as fontes 
io idênticos às 
no modo, se as 
iétodo dos nós 
mto como refe- 
s que resultam 


: correntes e de 
no circuito. À 
r quadrática a 


ca fonte, linear 
ido se invertem 


te atuando na 
ruinte equação 
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Seja V, a fonte única da estrutura. Então 


I -y dr 
rE TSN 
z 


A relação entre a excitação e a resposta é 


V A (9) 


(E e em A a Z 
t fi 
I. Ayr ransf(sr) 


Intercambiando-se as posições entre a excitação e a resposta, a fonte se 
torna V, ea corrente E: 


A 
I = V., = 
8 r A, 
A relação entre excitação e resposta é, então, 
Ve D A, ae (10) 
I F A. — “transf(rs) 
sS rs 


As duas impedâncias de transferências são iguais [equações (9):e (10)] 
em qualquer estrutura linear bilateral, pois, nesses circuitos, a matriz impe- 
dância [Z] é simétrica em relação à diagonal principal e os cofatores A sr € Ap, SãO 
iguais. Assim, a corrente na malha r devida a uma fonte de tensão na malha s é 
a mesma corrente produzida na malha £ quando a fonte de tensão é deslocada 
para a malha r. Deve-se ressaltar que as correntes em outras partes do circuito 
não permanecerão as mesmas. 


O teorema da reciprocidade aplica-se também a circuitos que conte- 
nham uma única fonte de corrente. O teorema estabelece que, nesse caso, a 
tensão que aparece em um par de terminais mn, devida a uma fonte de corrente 
que atua nos terminais ab, é a mesma tensão que aparece em ab, quando a fonte 
de corrente é deslocada para os terminais mn. Deve-se ressaltar que as tensões em 
outros pontos do circuito não permanecerão as mesmas. Ver Probl. 12.9. 


Teorema da Compensação 


A queda de tensão em uma impedância Z, em que circula a corrente I, 
é dada por IZ. De acordo com o teorema da compensação, essa impedância pode 
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ser substituída por uma f.e.m. de compensação, cuja amplitude e fase sejam 
iguais a IZ. Do mesmo modo, se V é a tensão em um elemento ou ramo de uma 
estrutura cuja impedância é Z, esse elemento ou ramo pode ser substituído por 
uma fonte de corrente I = V/Z. As correntes e tensões em todas as demais partes 
do circuito permanecem inalteradas, após a substituição da fonte de compensa- 
ção. O teorema da compensação chama-se, também, teorema da substituição. 


Na Fig. 12-4(a), um ramo de uma estrutura contém as impedâncias Z A 
e Zp- Se a corrente nesse ramo for I, a queda de tensão em Z, será Z,7.,, com 
a polaridade indicada. A Fig. 12-4(b) mostra a fonte de compensação, Vo-=I,Z,, 
que substitui Z,. A polaridade de V, deve ser a indicada, pois a seta, no sentido 


convencional, aponta para o terminal positivo. 


Caso ocorra alguma alteração no circuito que influa sobre L, a fonte de 
compensação deverá ser modificada convenientemente. Por esta razão, a fonte 
de compensação V ~ é chamada de fonte dependente. 


(a) (b) 
Figura 12-4 


O teorema da compensação é útil na determinação das alterações da 
corrente e da tensão, em um elemento de circuito, quando se muda o valor de 
sua impedância. Esta aplicação ocorre em circuitos de pontes e de potenciôme- 
tros, onde uma pequena variação em uma impedância resulta num desvio das 
condições de equilíbrio. 


Na Fig. 12-5(a), a fonte V acarreta no circuito uma corrente I = V/Z. Na 
Fig. 12-5(b), a impedância total é substituída por (Z + 82). A corrente é, então, 
P = VAZ + 52). Uma fonte de compensação Vo = IZ, atuando no circuito, depois 
de anulada a fonte original, acarreta uma corrente AI, como mostra a Fig. 
12-5(c). AI é a alteração na corrente, devida à variação ŠZ na impedância do 
circuito. Pelo teorema da superposição, I + AI = P ou Al =F — I. 


Exemplo 


No circuito 
=2 +jl. De 
o resultadc 


Antes da : 
acrescenta 


I=VíZ+é 
À variação 


A=P-I- 


le e fase sejam 
u ramo de uma 
substituído por 
3 demais partes 
e de compensa- 
substituição. 


mpedâncias Z4 
será Z,Z,, com 
ção, Vo =1,Z,, 
seta, no sentido 


re L, a fonte de 
a razão, a fonte 


s alterações da 
yuda o valor de 
de potenciôme- 
aum desvio das 


ante I = V/Z. Na 
rrente é, então, 
circuito, depois 
"mostra a Fig. 
impedância do 
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(a) 


Figura 12-5 


Exemplo 


No circuito da Fig. 12-6, troca-se a impedância 3 + j4 por 5 + j5, isto é, dZ= 
=2 +71. Determinar a variação da corrente pelo cálculo direto e verificar 
o resultado, aplicando o teorema da compensação. 


Figura 12-6 


Antes da troca, I = V/Z = (50/0)(5/53,1) = 10/-58,1º. Quando se 
acrescenta ôZ ao circuito, como mostra a Fig. 12-7(a), tem-se: 


I= VXZ + 52) = (50/05 + j5) = 7,07/-45º 


A variação na corrente é 


AI =P -I= (5 -j5) - (6 - j8) = —1 + J3 = 8,16/108,45º 
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Z= 
AN ER 

oz = 

2 +ji 


Or 
22,35/-26,5º 


(a) (b) 
Figura 12-7 


Aplicando o teorema da compensação, a fonte de compensação Vo = IôZ = 
=(10-53,1ºX2 + j1) = 22,35/-26,5º. Introduzindo essa fonte no circuito que 
contém Z e ôZ e tornando igual a zero a fonte 50/0º, como mostra a Fig. 
12-7(b), a variação de corrente é: 


M 22,35 426,5" 
C 2 > et o 
=z a a /108,45 


Portanto, quando se modifica uma impedância em um circuito e se deseja 
conhecer a correspondente variação de corrente, AI, determina-se essa 
variação fazendo atuar a fonte de compensação, V œ com as demais fontes 
tornadas iguais a zero. 


AI = 


Teoremas da Máxima Transferência de Potência 


Os teoremas que se seguem determinam os valores de impedâncias de 


carga que resultam em máxima transferência de potência entre os terminais de 
um circuito ativo. 


Seja uma fonte e uma impedância complexa fixa, associadas em série, 


fornecendo potência a uma carga, constituída por uma resistência variável ou 
uma impedância complexa variável. 


to é: 


Caso 1 Carga: resistência variável R r, (Fig. 12-8). A corrente no circui- 


Va 


(R, + R,) + JX; 


A potên 


O valor 
encontrado igua 


ou 

e 

Então, ter 
Sendo a 


estrutura ativa, 
carga for igual a 


E Ve = 
22,35/-26,5º 


ação V, = IZ = 
: no circuito que 
o mostra a Fig. 


suito e se deseja 
ermina-se essa 
s demais fontes 


ncia 


impedâncias de 
os terminais de 


jadas em série, 
icia variável ou 


rente no circui- 
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TONO RoR 
E, + 1) + g 
Z = R + JX A 


Figura 12-8 


A potência entregue a R, é, então: 


y2 
P=PR Pa 


LF 2 
Ro + RB? + XE 


O valor de R, que determina a máxima potência transferida à carga é 
encontrado igualando-se a zero a primeira derivada dP/dR 1 


dP d Vir 
dR, dR,| (R, +R? +X 


UR, + Rj? + X3] - ROR a + Ry) 


g IR, + R? + XP 
ou R$ + RR, + R} +X - 2R R, - 2R} = 0 
e R? + x = R} 
Então, temos: R= VR? + X? = IZ, 


Sendo a carga uma resistência variável pura entre os terminais da 
estrutura ativa, ocorre a máxima transferência de potência se a resistência de 
carga for igual ao valor absoluto da impedância do circuito. 
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Se a componente reativa da impedância em série com a fonte for nula, dá-se quando a 
isto é, X, = 0, a máxima potência será transferida para a carga se as resistên- impedância Z a! 
cias da carga e da fonte forem iguais, R,=R.. 
g l Caso é 
Caso 2 Carga: impedância Z, com resistência e impedância variáveis fixa (Fig. 12-10 
(Fig. 12-9). 
Obtêm. 


condição de que 
derivada de P e 


e 
Figura 12-9 
A corrente do circuito é: 
I= SE | 
R, + Rr, + IX, + X,) 
vV 
E sn ENTRA XE 
E, + D +t Ag tX Como Z 
A potência entregue pela fonte é: impedância úni 
máxima transfe: 
e ad VR, (11) da impedância d 
E RD +, +X 
Fixando-se R; em (11), o valor de P é máximo quando X. ps X, A i 
equação (11) torna-se: 12.1 Determinar 
a Fig. 12-11 


VR, 


pe 6 e. 
2 
R gt R,) 
Considere-se, agora, R, variável. Como mostra o caso 1, a potência 
» agi L 


máxima é entregue à carga quando R, = Ro Se R, = R, eX, =- Xy tem-se 
Z, =Z; 
g 


Se a impedância de carga é constituída de resistência e reatância 
variáveis, a máxima transferência de potência, nos terminais do circuito ativo, 


a fonte for nula, 
1 se as resistên- 


lância variáveis 
(11) 
do Xo =-X.À 


so 1, a potência 
LE -Xy tem-se 


icia e reatância 
do circuito ativo, 
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dá-se quando a impedância de carga Z, é igual ao conjugado do complexo da 
impedância Z, do circuito. 


Caso 3 Carga: impedância Z, com resistência variável e reatância 
fixa (Fig. 12-10). 


Obtêm-se as mesmas equações para 1 e P já obtidas no caso 2, com a 
condição de que X, permaneça constante. Quando se iguala a zero a primeira 
derivada de P em relação a R,, tem-se: 


R? = R$ + E + Xp 


e R, = IZ, 4] 


Figura 12-10 


Como Z, e X, são admitidas fixas, podem ser combinadas em uma 
impedância única. Assim, com R, variável, o caso 3 reduz-se ao caso 1 e a 
máxima transferência de potência ocorre quando R, é igual ao valor absoluto 
da impedância do circuito. 


Problemas Resolvidos 


12.1 Determinar o circuito em A equivalente às impedâncias ligadas em Y, conforme 
a Fig. 12-11. 


Figura 12-11 
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O circuito equivalente em A tem para impedâncias Z,, Zg e Zo conforme 
a Fig. 12-12, onde: 
z Pilo t ZZ + ZZ _ 5010) + 5(10) + 10010) _ 
a` Z, 10 
_ 50 + j150 _ p 
= 10 5 + 715 
Z - ZZ, + ZZ, + ZZ, - 50 + j150 js “55 
B Z, j10 
ZZ, + ZZ, + ZZ 3 
lA 13 2^3 _ 50 + J150 E 
Zac Z, = SP = 10 — j30 
Ze 
Za Ze 
Figura 12-12 
Como verificação, converter as impedâncias do circuito em A, novamente, 
nas impedâncias do circuito em Y: 
o Z, Zp (5 + j15X15 — j5) _ 150 + J200 _,; 
1 Z +Zg+Zo 5 +Jjl5 + 15 -j5 + 10+j30 30 +j40 - 
Eça Z Ze - © + J150 + j30) _ 4o 
2 Z, t Zt Zo 30 + j40 
a eo žc AS JOAO +30) o 
3 Z, + Zat Zo 30 + j40 
12.2 Uma ligação em A contém três impedâncias iguais a ZA = 15/30". Determinar 


as impedâncias da ligação em Y, equivalente. 


12.3 


y AR EE 
1 Z, 


Logo, Z, = 
Assim, pa 
um circuil 
do circuite 


Inversame 
são iguais 
lente em t: 
estrela. 


Mostrar qu: 
substituída 


Aplica-se 1 
12-13. Che 
e L tensão 
o circuito, ` 


As equaçõe 


onde: I = 


e Zo conforme 


2 A, novamente, 


150 + J200 _; 
30 + j40 — 


130°. Determinar 
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12.3 


Z,Zg 
Z Zy onde Z, = Zg = Zo = ZA. 


17 Z, + Z+ 


Logo, Z, = ZA/3 = (15/80"3 = 5/80". Do mesmo modo, Z, = Z} = 2/3 = 580°. 
Assim, para qualquer circuito em A com três impedâncias iguais temos 
um circuito equivalente em Y, cujas impedâncias são um terço daquelas 
do circuito em A. 


Inversamente, quando todas as impedâncias de um circuito em estrela 
são iguais, são também iguais entre si as impedâncias do circuito equiva- 
lente em triângulo e são iguais a três vezes as impedâncias do circuito em 
estrela. 


Mostrar que uma estrutura passiva de três terminais e várias malhas pode ser 
substituída por uma associação de três impedâncias, ligadas em A. 


Rede 


passiva 


Figura 12-13 


Aplica-se uma tensão V, aos terminais da esquerda, como mostra a Fig. 
12-13. Chamando I, à corrente que entra no circuito e designando por V, 
e L tensão e corrente nos terminais da direita, tem-se que, sendo passivo 
o circuito, todas as demais tensões são nulas. 


As equações das correntes de malha, na forma matricial, são: 


I, Vi 
IL, V, 
=] 0 
. 0 
I 0 
H Ao Ay Asg 
onde: L = V A V, Az e I = Vi A, V3 Ao 
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Exprimindo-se essas duas equações simultâneas na forma matricial, 
tem-se: 


e A 
No As 
A Asa 


A AV, IL 


Figura 12-14 


Esta equação matricial é semelhante à que resulta de uma estrutura de 
três nós dos quais um é tomado para referência. A Fig. 12-14 apresenta 
essa estrutura onde Z,, Zg e Zo estão ligadas em A. Introduzindo Z,, I}, 
V, e L, com os mesmos sentidos que na Fig. 12-13 e escrevendo as 
equações matriciais correspondentes, por aplicação do método das ten- 
sões dos nós, temos: 


E als Vi Jh 
Za Zg Zg 
sa Du 

Zg Zg Zeji |V2 L 


Igualando os elementos correspondentes das duas matrizes, temos: 


1 1 Ay 1 1 Ago 1 1 
oota ea a Oa aa y e e n O E A 
EEE ofi o -t-t 


12.4 


Substitui 


o RE 
A 

Ay 

É sempre 

uma estrt 


A. Pode ac 
serem fisi 


Aplicar os 
equivalente 


Escolhida 


xma matricial, 


ma estrutura de 
12-14 apresenta 
"oduzindo Z,, L, 
ə escrevendo as 
método das ten- 


zes, temos: 
PRN 
Zp Z 


Teoremas gerais de circuitos 337 


Substituindo (3) em (1) e (2), obtemos: 


Z = A ba) Az Z = Az 


E A Ra o mes a 
A Ay + Ay B Az C As + Ay 


É sempre possível, matematicamente, como se vê, a transformação de 
uma estrutura de três terminais em um circuito equivalente em Y ou em 
A. Pode acontecer, entretanto, de os elementos do circuito equivalente não 
serem fisicamente realizáveis. Ver Probl. 12.4. 


Aplicar os resultados do Probl. 12.3 ao circuito da Fig. 12-15 e obter o circuito 
equivalente em A. 


J2 2 J2 


G 


Figura 12-15 


Escolhidas as correntes de malha indicadas no diagrama, temos: 


5-j}2 0 -5 
Ap 0 -j2 -j4 
-5 -j4 5-j2 


= 40 — j24 = 46,6 -81° 


e 
Eee e E sds 5-2 o -5 1. o 
A = Es 5-1 J10, a=] Dr RE = —4 — 520, 
0 5 ? 
Ao =( a 5-j2 =/20 


Empregando as expressões do Probl. 12.3, temos: 


A 46,6 -31° 
Z e ? g Po o 
Lair A, + A 12-j10+920 ` 2,98 /-70,8" 
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12.5 


A o 
Z Z ala = 2,88 59º 


BA 


A 46,6 -31° 
Za = La da — = 11,65 /149º 
C Ao + Ay  —4 -J20 + ;20 a 


Observe-se que Z, pode ser obtida pela associação de uma resistência e 
uma capacitância em série e Zp pela associação, também em série, de 
uma resistência e uma indutância. A impedância Zo, entretanto, exigiria 
uma resistência negativa. Um circuito com as três impedâncias calcula- 
das não pode, portanto, ser construído. 


Dado o circuito da Fig. 12-16, determinar a corrente no resistor de 2 ohms por 
aplicação do princípio da superposição. 


Seja P a corrente no resistor de 2 ohms, devida a V}, quando V, é igualada 
a zero, e 1º a corrente no mesmo ramo devida a V,, quando V, é igualada 
a zero. Escolhidas as correntes de malha indicadas na Fig. 12-16, tem-se, 
para Pe I”: 


V, 5 0 
Vo dão A 12 EA 5 0 
0o -4 6€ 10/14 é [= 10 | 4 3 
P = = = 1,075 amp 
Ra” 242 
5 12 -4 
O -4 6 
0 5 0 
-V, 12 4 5 0 
2 
o -4 6) -œ E 3 
P = 242 = 24? = 2,48 ampêres 


Aplicando-se o teorema da superposição, a corrente 1,, devida às duas 
fontes atuando simultaneamente, é: 


I =P +P = 1,075 + 2,48 = 3,555 ampères 


12.6 Aplicar o 


corrente n 
V, = 50 
Seja V, = 
Zr, =5 
e 
ea 
T, Zy 
A corrent 
I = L4 
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a resistência e 
n em série, de 
atanto, exigiria 
âncias calcula- 


Figura 12-16 


r de 2 ohms por 12.6 Aplicar o teorema da superposição ao circuito da Fig. 12-17 e determinar a 
corrente na impedância 3 + j4 ohms. 


o V, é igualada 
> V; é igualada 
. 12-16, tem-se, 
= 1,075 amp. Figura 12-17 
Seja V, = 0 e V, a única fonte presente no circuito. Tem-se: 
(3 + J45 : = a 
Zr =5+ do — 588 + J25 = 685 [23,2 
e 
V 50 /90º 
ipêres Ir =z Lz E Be = 7,87 /66,8° 
T, +50 /23, 
levida às duas A corrente no ramo 3 + j4, devida apenas a V,, é: 


E Ra O AE a a : 
Ie DE E E) = 7,87 /66,8 s T E) = 4,15 /85,3 


340 Circuitos Elétricos 


Seja, agora, V} = 0 e V, a única fonte presente. Tem-se: 12.8 No circuito 


1, no ramo 


Zp = j5 + a e = 2,5 + j6,25 = 6,74 /68,2º dade nesse 
2 
V 50 /0º 
2 
L. = = = 7,42 [68,2 
T, 7 Z 7 7 
2 Zr 6,74 [68,2 
A corrente no ramo 3 + j4, devida apenas a Vo; é: 
3 5 E ê 
I, = —(7,42 [68,2º) (a E a) = 4,15 /85,8 
onde o sinal menos indica que I, tem o mesmo sentido de I no diagrama. 
A corrente total no ramo 3 + j4 é: 
I=1,+L =4,15/85,3º + 4,15/85,8' = 8,30/85,3º 
12.7 Aplicar o teorema da superposição ao circuito da Fig. 12-18 e determinar a 
tensão V,a- 
RETA 
40 amp 
10 
2 Na Fig. 12 
2,0 amp A pedida é a 
5 10 +75 
Te I -J5 
B L | 0 
I = I = 
i 12-1 3 
Figura 8 Ior. 
Com 1, = 2 ampères atuando no circuito e I, = 0, tem-se Vag = -J5 
=(2/(5X12)17 = 7,06 volts. 0 
Se, agora, 1, = 0 e Z, = 4 ampères atua no circuito, a corrente no resistor Aplicando, 
de 5 ohms será 1, = 4(2/17) = 8/17 ampères. Então, V2,p = (8/15 = 2,35 a excitação 
volts. correntes « 


Agindo as duas fontes, a tensão é: 


Vas = Vap + Vag = 7,06 + 2,35 = 9,41 volts. 
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12.8 No circuito da Fig. 12-19(a), a fonte de tensão 100/45: acarreta uma corrente 
l, no ramo de 5 ohms. Achar |, e, em seguida, verificar o teorema da reciproci- 
dade nesse circuito. 


Ino diagrama. 


3 e determinar a 


Figura 12-19 


Na Fig. 12-19a) vêem-se as correntes de malha L, L e E. À corrente È 
pedida é a corrente de malha L. 


10+j5 -j5 100 /⁄45° 
-j5 10 0 
0 5 0 E 
= 100 45 |———— |=2,16 57,5 (1) 
10+j5 -j5 O E =ni 
-j5 io j 


0 j5 5-j5 


I, =1,- 


tem-se Vas = 


ente no resistor 


Aplicando, agora, o teorema da reciprocidade, pela troca de posições entre 
= (8/17)5 = 2,35 


a excitação e a resposta, como mostra a Fig. 12-19(b), e empregando as 
correntes de malha indicadas, além de notar que I = I,, temos: 


342 Circuitos Elétricos 
0 -j5 0 
0 10 j5 ; 
© j5 5-5 
ET 100/45 Jj j a E E 
A, 1155 -12,5º 


12.9 


Verificada a igualdade de (1) e (2), fica verificado o teorema da reciproci- 
dade, pois I, é igual nas duas equações. 


O circuito da Fig. 12-20(a) contém uma única fonte de corrente | = 12/90º 
ampères. Determinar a tensão V, do nó 2. Aplicar o teorema da reciprocidade 
e comparar os resultados. 


Sob a forma matricial, as duas equações nodais da estrutura da Fig. 
12-20a) são: 


Vy A 
Lonn ee 1 12 /90º 
3+j4 ` j10 ;10 
Ejs. RE qe 
j10 no * 5 “2+p|!|v 0 
donde: 
0,12-50,26 12/90º 
J0,1 0 dà 
V, = = 12 p0 |—— == |=7,45 /99,65° 
5 Bo Em ES 


0,12-j0,26  jo,1 
jo1  0,45-j0,95 


Empregando o teorema da reciprocidade, aplica-se a corrente I entre o nó 
2 e o de referência, no circuito da Fig. 12-20(b). Calcula-se, em seguida, a 
tensão nos terminais em que penetrava corrente. Basta uma equação de 
nó, pois só existem dois nós no circuito. Logo: 


1 1 1 3 e po é 
e FIA + 5 + 3 aa = 12/90º donde Vo= 0,563 L344 Ei 21,8 (124,4 


A tensão ï 


von 


Comparar 
V, na esti 
do, assim, 
permanece 


12.10 No circuito 
Vw Trocar 
teorema da 


2,16 /57,5° (2) 


na da reciproci- 


rente | = 142/90° 
da reciprocidade 


trutura da Fig. 


= 7,45 /99,65° 


ante T entre o nó 
2, em seguida, a 
ima equação de 


T 21,3 /124,4° 
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200 
QQ 
a 
N 


Te 


I = 12/90º 


(b) 
Figura 12-20 


A tensão V, é, então: 

3+J4 = e [3 + 3+jt M 
o Fam)” 21,8 [124,4 o ti) = 7,45 /99,6° 
Comparando os valores calculados de V, no circuito da Fig. 12-20(a) e de 
V na estrutura da Fig. 12-20(b), verano que eles são iguais, provan- 


do, assim, o teorema da reciprocidade. Observe-se, também, que V, não 
permanece a mesma, depois da troca de posição entre excitação e resposta: 


V= V, 


12.10 No circuito de uma única fonte de corrente da Fig. 12-21(a), determinar a tensão 
Vw Trocar as posições entre a fonte de corrente e a tensão V,. Verifica-se o 
teorema da reciprocidade? 


5 
I, 2 
V. L -—T 
5/90º 
V, J5 T ja 
| 
© 


Figura 12-21 
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12.11 


_[5+J5)_ e{5+J5)_ E 
Na Fig. 12-21(a), a corrente =I E 8 5 /90º É a] 4,64 /111,8°. 


Logo, a tensão V, = L, (-72) = (4,64/111,8'(2/-90") = 9,28/21,8º volts. 
Na Fig. 12-21(b), a fonte de corrente I e os terminais em que se mede V: 


são trocados. A corrente I, = I [rs E aF 5 /90º E E a) 1,31 423,2". 


Uma vez que V, = (1,314 28,2º) (5 +75) = 9,27/21,8° volts, como antes, fica 
verificado o teorema da reciprocidade. 


Substituir a reatância j4, no circuito da Fig. 12-22(a), por uma f.e.m. de compen- 
sação. 


Escolhidas as correntes de malha T. 1€ I, como mostra o diagrama, tem-se 
para valor de J, (corrente na reatância j4): 


5 +j10 20 
5 20 | 
20(10) > 
1 = - = 1,94 [14,05 
O To 103 /104,05º 
5 8+ a 


V, 
7,761 75,95" 


Figura 12-22 


A fonte de 
Fig. 12-22( 
reatância J 


Verifique a 
um ramo e 


12.12 Substituir a 
compensaçi 


A impedânc 
= 1,46 + j: 
Zp = 5+1 


A fonte de 
Ve = Ir Za 


A Fig. 12-2 
corretamer 


- 4,64 111,8". 
21,8º volts. 


que se mede V, 


81 423,2". 
como antes, fica 


.e.m. de compen- 


agrama, tem-se 


j=s 
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A fonte de compensação é Vo = (04) = 1,94/-14,05'(4) = 7,76/75,95'. A 
Fig. 12-22(b) mostra o circuito com a fonte de compensação em lugar da 
reatância j4. 


Verifique a equivalência dos dois circuitos, calculando uma corrente em 
um ramo em cada circuito e comparando os resultados. 


12.12 Substituir a associação paralela das impedâncias j10 e 3 + j4 por uma fonte de 


compensação. 

A impedância equivalente às impedâncias em paralelo é Za = Sae = 
= 1,46 + 73,17 = 3,50 /65,83'. Então: 

Zp = 5+ 146 +j3,17 =7,18 [26,2 e [= =—20 379 L262 


T Zr 7,18 /26,2 
A fonte de compensação é: 


Vo = 1, Z = (2,79/26,2°X3,50/65.3°) = 9,77/89,1º 


A Fig. 12-23(b) mostra o circuito com a fonte de compensação polarizada 


corretamente. 
5 
3 
20/0º | j10 
já 
(a) 
5 
a Ve 
20/0º | | 9,77/39,1º 


(b) 
Figura 12-23 
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12.13 A impedância 3 + j4 da Fig. 12-24(a) é substituída por 4 + j4, Fig. 12-24(b). 


Determinar a corrente no resistor de 10 ohms, antes e depois da troca. Aplicar o 
teorema da compensação e determinar a diferença entre as duas correntes no 
resistor de 10 ohms. 


Antes da troca de 3 + j4 [Fig. 12-24(a)], temos: 


+ BBG +J) 1A3 e Ip= x SON 4,50 413° 


Z, = 10 ; Sa: 
i 3 + j9 11,1/13º 


Depois da troca [Fig. 12-24(b)]: 


J54 + J4) 


E 
Zp = 10 + 4559 


= 11,03 + /2,68 = 11,85 /19,65º 


V : 
e psgz 54 /-13,65 


A fonte de compensação é V, = I(ôZ), onde I, corrente inicial no ramo 3 + j4, 


e 
E RR rge (e Os : 
I=L [ E) = 45/18 E E E) 2,37 /5,5º. 


e õZ = (4 + j4) — (3 + j4) = 1. Então, V. = 2,375,5(1) = 2,3755,5º com sentido 
oposto à corrente I. 


A variação da corrente AL, é determinada fazendo-se igual a zero a fonte 
inicial de tensão e deixando-se Vc como única fonte atuando no circuito, 
como mostra a Fig. 12-24(c). 


o dl ; JO) _ o 
Nesse circuito, portanto, Zp = 4 + j4 + DER 10 /53,1° e 


Ve 5 23755) / j5 i 
Sras = E + z] Pais | E 7 z) = 0,1055 /195,8 


10 /58,1º 


Comparando com a diferença entre P, e L; temos: 
P-L, = (4,41 -13,65') — (4,50 13°) = — 0,10 70,03 = 0,1045 /196,7 


Observe-se que os dois valores de AL, não são exatamente iguais. O valor 
determinado com a tensão de compensação Vo é mais exato que o obtido 


pela sub 
pequena 
acarreta 
erro noc 
madame 


12.14 Calcular ¿ 
reduzir o \ 


Sejam I ¢ 
mudança 


Se calcul: 


=I(0Z) =: 
A variaçã 


j4, Fig. 12-24(b). 
la troca. Aplicar o 
uas correntes no 


= 4,50 13º 


a 
o 


1 o 


Į no ramo 3 +j4, 


5,5" com sentido 


al a zero a fonte 
ndo no circuito, 


[53,1º e 


0,1055 /195,8º 


= 0,1045 [196,7 


e iguais. O valor 
ato que o obtido 


Pp a 
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pela subtração P, — Lp. Isso é verdadeiro, particularmente, quando é 
pequena a variação de impedância. Conforme se verifica acima, isso 
acarreta uma pequena variação na corrente, introduzindo, portanto, um 
erro no cálculo da diferença de duas quantidades que são muito aproxi- 
madamente iguais. 


50/0: 
(a) 
10 
—WW Ve = 
a | 2,37/5,5 

J5 4 

já 

(b) (e) 
Figura 12-24 


12.14 Calcular a variação na corrente do circuito em série da Fig. 12-25(a), ao se 
reduzir o valor da reatância para /35. 


Sejam I e P, respectivamente, as correntes no circuito, antes e depois da 
mudança da reatância [Fig. 12-25(a) e (b)]. 


V  100/45º | -p ENE _ 10045 ; 
I= 2,0 -8,1'; P= PIS 7 3o04 j MS 


AI = P ~ I = 2,17 -4,4 — 2,0 4-8,1° = 0,223 /31,6° 


Se calcularmos AI por aplicação do teorema da compensação, temos V, = 


=K(02) = 2,0/-8,1° (5) = 10/-98,1º, dirigida, como mostra a Fig. 12-25(c). 
A variação de corrente é: 
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100/45'(—) | 


(a) 


(b) (e) 


Figura 12-25 
AI = -V/Z + Z) = — (10 /-98,1°)⁄/(80 + 735) = 


= (10 /81,9')/(46,1 /49,4°) = 0,217 /32,5° 


Novamente, temos um pequeno erro devido à pequena variação da impe- 
dância. 


12.15 No circuito da Fig. 12-26, a carga Z, é constituída por uma resistência pura R,. 
Determinar o valor de R, para o qual a fonte entrega a máxima potência à carga. 
Determinar o valor dessa potência máxima, P. 


Z, = 10 + j20 


Figura 12-26 


Amáximat 
= 22,4 ohm 


Assim, I =` 
máxima fo 


12.16 Na hipótese 


complexa Z 
que resulta 
máxima. 

A máxima 
= 10 + J20, 
A impedâr 


Conseqüen 
62,5 watts. 


12.17 Na estrutura 


uma resistê: 
ohms. Deter 
de potência. 


A tensão eq 


= 45,6 /60, 
ABéXW =: 
No circuite 
impedâncii 
ajustável e 
ohms. Logc 


Re iz: 
Z=Z+Z 


Então, tem 


vV 
I= — = 
Zy 
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A máxima transferência de potência ocorre quando R, = IZ g | = 110 +j20l= 
= 22,4 ohms. 


Assim, I = VAZ + Ry) = (50°10 + J20 + 22,4) = 1,314-31,T e a potência 
máxima fornecida à carga é P = PR, = (1,81)(22,4) = 38,5 watts. 


12.16 Na hipótese de a carga da Fig. 12-26 ser constituída por uma impedância 
complexa Z,, em que R, e X, sejam ambas variáveis, determinar o valor de Z, 
que resulta na máxima transferência de potência. Calcular o valor da potência 


S máxima. 
E20 
= A máxima transferência de potência ocorre quando Z, = Zy Como Zo = 
jao = 10 + j20, teremos Z, = 10 — j20. 
a A impedância total do circuito é Zp = (10 + ;20) + (10 — j20) = 20. 
F 


Conseqüentemente, I = V/Z, = (50/0°)/20 = 2,5 /0° e P = PR = (2,5¥ (10) = 
62,5 watts. 


12.17 Na estrutura da Fig. 12-27, a carga ligada entre os terminais AB é constituida por 
uma resistência variável R, e uma reatância capacitiva Xç variável entre 2 e 8 
ohms. Determinar os valores de R, e Xo que acarretam a máxima transferência 
de potência. Calcular a potência máxima P fornecida à carga. 


A tensão equivalente de Thevenin nos terminais AB é V’ = DA (2 +110) = 


= 45,6 /60,3°. A impedância da estrutura ativa ligada nos terminais 


riação da impe- AB é Z = 3(2 + j10/5 + j10) = 2,64 + j0,72. 


No circuito dado, a máxima transferência de potência ocorre com uma 
impedância Z, = ? = 2,64 — 70,72. Nas condições do problema, Xo é 
ajustável entre 2 e 8 ohms. O valor mais próximo para X,, é, portanto, 2 
ohms. Logo: 


R, = IZ -JXol = 12,64+0,72-;21 = 12,64-;1,28| = 2,93 ohms 


$ 
1 
| 
istência pura R}. | 
potência à carga. | 


Z = Z +Z, = (2,64+2,98)+70,72 -2) = 5,57 —j1,28 = 5,70 -13° 


Então, temos: 


I= V- SSB somas e P = PR, = (8,0293 = 187W. 
Zr 570/13 
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Figura 12-27 


12.18 A resistência R, do circuito da Fig. 12-28 é ajustável entre 2 e 55 ohms. Qual o 
valor de A, que acarreta a máxima transferência de potência nos terminais AB ? 


R jë A 


Figura 12-28 


No circuito dado, a resistência de carga R, é fixa. Os teoremas de máxima 
transferência de potência não se aplicam, portanto. Obviamente, a maior 
corrente ocorre quando R e é mínima. 


Fazendo, portanto, R a igual a 2 ohms, temos: 
Zp = (2 +j5 + 10) = 13/22,6º 
e I = V/Z; = (100/0)/(18/22,6º) = 7,7/-22,6º 


A potência máxima é P = (7,7) 10 = 593 watts. 


Problemas Propostos 


12.19 Determinar o circuito em Y equivalente à ligação em A da Fig. 12-29. 
Resp.: (0,5 — j0,5), (3 — ji), (1 + /3). 


12.20 A estrutura 
paralelo. De 
Resp.: (5 + 


12.21 Na Fig. 12- 
paralelo co! 
estrela eql 
Resp.:Z =: 
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2473 


1 352 24716 


Figura 12-29 


12.20 A estrutura da Fig. 12-30 é constituída por dois circuitos em Y, ligados em 
paralelo. Determinar a estrela simples equivalente. 
Resp.: (5 + j5), ~, (5 + j5). 


: 55 ohms. Qual o 
os terminais AB ? 


10 10 


Figura 12-30 
mas de máxima 
amente, a maior 12.21 Na Fig. 12-31, um circuito equilibrado com Z = 10/30, ligado em A, está em 
paralelo com um circuito equilibrado, com Z = 4/-45:, ligado em Y. Determinar a 
estrela equivalente. 
Resp.: Z = 2,29/-3,5°. 


10/30º 


12-29. 


Figura 12-31 
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12.22 Mostrar que a estrutura passiva de três terminais da Fig. 12-32(a) pode ser 
substituída por um circuito em estrela, como o da Fig. 12-32(b), onde Z, = (A, — A, 
Ay do = A Ay € Z; = (A22 — A,o)/Ay. (Aye OS cofatores referem-se às equações 
das tensões nos nós, na forma matricial.) 


(a) 1 2 
Rede 
passiva 
(b) 
Z, Z, 
Z, 
Figura 12-32 


12.23 Substituir a estrutura da Fig. 12-33 por um circuito equivalente em estrela, 
empregando os processos desenvolvidos no Probl. 12.22. 
Resp.: (12 + j1); (~ 1 + j2); (4 + ji). 


10 5 2 


J5 J5 


Figura 12-33 


12.24 Determinar a ligação de três impedâncias em Y equivalente à estrutura da Fig. 
12-34. 
Resp.: 6,25; 2,5; 10,5 ohms. 


5 2 10 


10 4 


Figura 12-34 


12.25 Obter o circ 
Resp.: 10,2! 


12.26 Obter o circ 
Resp.: (3-, 


i 12.27 Empregandı 
ohms do circ 
Resp.: l= 4, 


12.28 A fonte de te 
superior. De 
da superpos 
Resp.: l=1, 


12.29 Na estrutura 
cada uma de 
Resp.: 2,27 4 
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2-32(a) pode ser 12.25 Obter o circuito em A equivalente à estrutura da Fig. 12-34. 
de Z} = (A, — A) Resp.: 10,25; 43; 17,2 ohms. 


n-se às equações ao A : 
12.26 Obter o circuito em A equivalente à estrutura da Fig. 12-35. 


Resp.: (3 — jo); (2 + 3); (2 + 716). 


-j2 5 


Figura 12-35 


: 12.27 Empregando o teorema da superposição, determinar a corrente no resistor de 2 


ohms do circuito da Fig. 12-36. 
lente em estrela, Resp.: l= 4,27 A. 


12.28 A fonte de tensão V, da Fig. 12-36 é mudada para 8,93 volts, positiva no terminal 
superior. Determinar a corrente no resistor de 2 ohms, com o auxílio do teorema 
da superposição. 

Resp.:1=1,434A. 


1 estrutura da Fig. 


Figura 12-36 


12.29 Na estrutura da Fig. 12-37, determinar a corrente no resistor de 5 ohms devida a 
cada uma das fontes de tensão. 
Resp.: 2,27 A; 3,41 A. 
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Figura 12-37 


12.30 Determinar as componentes da tensão do nó V,, devidas a cada uma das fontes 
de corrente da Fig. 12-38. 


Resp.: 8,48/-2,8'; 8,20/12,2º. 
I 1 530 2 


Figura 12-38 


12.31 Na estrutura da Fig. 12-39, determinar a corrente no resistor de 4 ohms devida a 
cada uma das tontes de tensão. 


Resp.: 3,24/60,95'; 6,16/—142,2°. 


Figura 12-39 


12.32 Permitindo-se que as fontes de tensão da Fig. 12-40 atuem separadamente no 
circuito, constata-se que as correntes correspondentes, no resistor de 10 ohms, 
são iguais. Qual é o valor da relação V,/V,? 
Resp.: 0,707/-45". 


12.33 Determina 
devidas a . 
Resp.: 5,8; 


12.34 No circuitc 
ampères. ( 
Vo. 


12.35 Determinar 
Aplicar o te 
Resp.: 2,27 
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Figura 12-40 


a uma das fontes 


12.33 Determinar as componentes da tensão de nó V,, no circuito da Fig. 12-41, 
devidas a cada uma das fontes de correntes |, e l}. 


Resp.: 5,82/-5,5'; 9,22/72,9. 


12.34 No circuito da Fig. 12-41, a fonte de corrente 1, é mudada para 3,16/191,6º 
ampêres. Com o auxílio do teorema da superposição, determinar a tensão de nó 


: Vo. 

jio j5 
Led 2 la 
5/30º 5/90º 

5 
4 ohms devida a 

Ta = 

Figura 12-41 


12.35 Determinar a corrente I na impedância 3 — j4 ohms do circuito da Fig. 12-42. 
Aplicar o teorema da reciprocidade e comparar as duas correntes. 
Resp.: 2,27 /53,2°. 


əparadamente no 25/0º 
istor de 10 ohms, 
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12.36 Determinar a corrente I na impedância 2 — j2 ohms do circuito da Fig. 12-43. 
Aplicar o teorema da reciprocidade e comparar as duas correntes. 


Resp.: 10,1/129,1". 


50/ 90º 


Figura 12-43 


12.37 Calcular a corrente no resistor de 4 ohms do circuito da Fig. 12-44. Aplicar o 
teorema da reciprocidade e comparar as duas correntes. Que variações de 
corrente resultam nos ramos dos resistores de 5 ohms e de 2 ohms? 

Resp.: 2,5 ampères. Após a aplicação do teorema da reciprocidade, as correntes 
nos resistores de 5 ohms e 2 ohms são nulas. Anteriormente, as correntes eram 
de 2 e de 5 ampêres, respectivamente. 


Figura 12-44 


12.38 Na estrutura da Fig. 12-45, determinar a corrente no resistor de 5 ohms. Aplicar 
o teorema da reciprocidade e comparar as duas correntes. 
Resp.: 0,270/53,75'. 


12.39 Calcular a corrente / no resistor de 50 ohms da Fig. 12-46. Verificar o teorema da 
reciprocidade, trocando de posição a fonte de tensão e a corrente resultante I. 
Resp.: 1,32 mA. 


12.40 Determina 
dade e co! 
Resp.: 354 


12.41 Calcular V 
reciprocidz 
Resp.: 5,0: 


o da Fig. 12-43. 
es. 


12-44. Aplicar o 
ue variações de 
hms? ! 
ade, as correntes 
s correntes eram 


3 5 ohms. Aplicar 


icar o teorema da 
* resultante l. 
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j10 


Figura 12-46 


12.40 Determinar a tensão V, no circuito da Fig. 12.47. Aplicar o teorema da reciproci- 
dade e comparar as duas tensões. 


Resp.: 35/-12,1º. 


1I— 
20/90º f 

10 J5 

5 E 

J J2 v, 
I-— 

Figura 12-47 


12.41 Calcular V, no circuito da Fig. 12-48 e, em seguida, verificar o teorema da 
reciprocidade. 
Resp.: 5,08/21 E 
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j8 


I<- 
Figura 12-48 


12.42 Determinar a tensão V, no circuito da Fig. 12-49. Trocar de posição a fonte de 
corrente e a tensão V, e verificar o teorema da reciprocidade. 


Resp.: 2,53⁄41 62,8". 


Figura 12-49 


12.43 Substituir as impedâncias em paralelo 3 + j4 e 3 — j4 do circuito da Fig. 12-50 por 
uma fonte de tensão de compensação. Como verificação, determinar a corrente 
no resistor de 5 ohms, antes e depois da substituição. 

Resp.: Vo = 11,35/0º volts; I = 2,73/0º ampères. 


Figura 12-50 


12.44 Substituir c 
compensaç 
substituição 
Resp.:Vc= 


12.45 Substituir c: 
uma fonte « 
fonte de 50 
Resp.: 11,3. 


12.46 Conforme n 
resistor de 1 
fonte passa 
da fonte de 
Resp.: Al = 
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12.44 Substituir o resistor de 5 ohms da Fig. 12-50 por uma fonte de tensão de 
compensação e determinar a corrente total da fonte de 25/0°, antes e após a 
substituição. 

Resp.: Vç = 13,65/0 volts; | = 2,73/0º ampères. 


12.45 Substituir cada uma das associações em paralelo de resistores da Fig. 12-51 por 
uma fonte de tensão de compensação e calcular a corrente total de saída da 
fonte de 50 volts. 

Resp.: 11,35 V; 4,55 V; 3,41 A. 


osição a fonte de 


Figura 12-51 


12.46 Conforme mostra a Fig. 12-52(a), | é a corrente na fonte de 20 volts. Quando o 
resistor de 10 ohms do lado de cima é trocado para 12 ohms, a corrente naquela 
fonte passa a ser l’. Determinar a variação de corrente Al = (Iº — 1), com o auxílio 
da fonte de tensão de compensação, como se vê na Fig. 12-52(b). 

da Fig. 12-50 por Resp.: Al = — 0,087 A. 
minar a corrente 


Figura 12-52 
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12.47 O resistor de 5 ohms da Fig. 12-53(a) é mudado para 8 ohms. Determinar a 
variação de corrente Al que resulta na impedância 3 + j4. 
Resp.:0,271/159º A. 


5 


8 N: 
AWM 
3 FE AI | 3 
1020'(-) S js js 
Sj4 J4 
(b) 


(a) 


Figura 12-53 


12.48 A corrente | circula na fonte 50/45" do circuito da Fig. 12-54(a). Troca-se o 
resistor de 10 ohms para 5 ohms. Empregar o teorema da compensação para 
determinar V, e Al [Fig. 12-54(b)]. 


Resp.: 21,45/-166º V;2,74/-36' A. 


10 | 5 
50/45º | V, 
(a) 


Figura 12-54 


(b) 


12.49 Determinar o valor de R, que acarreta a máxima transferência de potência no 
circuito da Fig. 12-55. Calcular o valor da potência máxima. 
Resp.: 11,17 ohms; 309 watts. 


j10 
000 


1000/(-)| Z R, 


Figura 12-55 


12.50 No circui 
de 15 oh 
qual a pc 
Resp.: (a 


12.51 Duas foni 
AB do cir 
forem var 
da máxim 
Resp.: (4, 


ns. Determinar a 


a 3 


Já 


\4(a). Troca-se o 
impensação para 


ia de potência no 


” 
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12.50 No circuito da Fig. 12-56, a carga é constituída por uma reatância capacitiva fixa 
de 15 ohms e uma resistência variável R,. Determinar (a) o valor de R, para o 
qual a potência transferida é máxima; (b) o valor da potência máxima. 

Resp.: (a) R, = 11,17 ohms; (b) 236 watts. 


10 J10 


O)| 


Figura 12-56 


12.51 Duas fontes de tensão atuam sobre a impedância de carga ligada aos terminais 
AB do circuito da Fig. 12-57. Se tanto a reatância como a resistência da carga 
forem variáveis, que valor da carga Z, receberá a máxima potência? Qual o valor 
da máxima potência ? 

Resp.: (4,23 + [1,15)0; 5,68 W. 


5o/0 


Figura 12-57 


K | Capítulo 13 


Books INDUTÂNCIA MÚTUA 


Introdução 


Os circuitos estudados nos capítulos anteriores eram constituídos por 
malhas e nós. Como duas malhas contíguas possuem um ramo comum e dois 
nós se ligam por elementos passivos ou ativos, malhas e nós se dizem acoplados 
condutivamente. Os métodos mistos solucionam essas estruturas. 


Neste capítulo, analisaremos outro tipo de acoplamento — o acopla- 
mento magnético. Quando a interação entre duas malhas tem lugar através de 
um campo magnético, em lugar de fazê-lo pelos elementos comuns, diz-se que 
as malhas estão acopladas indutiva ou magneticamente. 


Auto-Indutância 


Quando a corrente varia em um circuito, o fluxo magnético que o 
abrange varia e, no circuito, induz-se uma fem. Admitindo constante a per- 
meabilidade, a f.e.m. induzida é proporcional à taxa de variação da corrente, 
isto é: 


di 2) 
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onde a constan 
A unidade de a 


Numa 


onde Ndọ defin 
equações (1) e( 


onde: 


Indutâncic 


Na Fig 
tempo. À correi 
fluxo abrange a 
O fluxo restantı 
2 é dada pela le 
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onstituídos por 
o comum e dois 
lizem acoplados 
as. 


nto — o acopla- 
ugar através de 
uns, diz-se que 


ragnético que o 
:onstante a per- 
ção da corrente, 


0) 
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onde a constante de proporcionalidade L se chama auto-indutância do circuito. 
A unidade de auto-indutância é o weber/ampêre ou henry (H). 


Numa bobina de N espiras a f.e.m. induzida é dada por: 


d 2) 
uN ( 


onde Ndọ define o “fluxo de ligação” (“flux linkage”) do circuito. Combinando as 
equações (1) e (2), temos: 


di _ ydo 
Pp 
onde: 
- nO 
EN 


Indutância Mútua 


Na Fig. 13-1, consideremos a corrente i,, na bobina 1, variando com o 
tempo. A corrente variável i, estabelece um fluxo magnético 4,. Parte desse 
fluxo abrange apenas a bobina 1 e chama-se fluxo de perdas 4, (“leakage flux”). 
O fluxo restante 4,, abrange, também, a bobina 2. A tensão induzida na bobina 
2 é dada pela lei de Faraday: 


dhg (3) 


Figura 13-1 
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Como 4,, está relacionado à corrente bj Vo É proporcional à taxa de 
variação da corrente i ou: 


di (4) 


onde a constante de proporcionalidade M se chama indutância mútua entre as 
duas bobinas. A unidade de indutância mútua é a mesma unidade de auto-in- 
dutância (o henry). 


Combinando as equações (3) e (4), temos: 


do, di, 
ato Na a M 
e 
dos (5) 
MRD 


A indutância mútua de um par de bobinas enroladas no mesmo núcleo 
de ferro é dada pela equação (5); o fluxo e a corrente não se relacionam 
linearmente. Se, em lugar do ferro, o meio for o ar, o fluxo e a corrente estarão 
relacionados linearmente e a indutância mútua será: 


M = Nobia (6) 
i 


1 


O acoplamento mútuo é bilateral e resultados análogos serão obtidos se 
uma corrente variável i,, função do tempo, circular na bobina 2 da Fig. 13-1. Os 
fluxos de ligação são, portanto, do, dos € dao, a tensão induzida na bobina 1 é 
vı = M(di,/dt) e as equações (5) e (6) tornam-se, respectivamente: 


Ny 


N bo; 
M = di, (7) e M = —+& 


l 


(8) 


2 


Coeficiente de Acoplamento, k 


Na Fig. 13-1 o “fluxo de ligação” depende do espaçamento e orientação 
dos eixos das bobinas e da permeabilidade do meio. A fração do fluxo total 


que abrange as 
temos: 


Como q 


Às opa 
tâncias L,e Ly. 


M= 


Substit 
Mº = k 


Análise de 


Com a f 
sobre as tensões 
como mostra a F 


Como, e 
malha ie Lo SãO ı 
malhas são escri 


ional à taxa de 


(4) 


mútua entre as 
lade de auto-in- 


(5) 


o mesmo núcleo 
- se relacionam 
'orrente estarão 


(6) 


serão obtidos se 
da Fig. 13-1. Os 
ana bobina 1 é 
ze: 


nto e orientação 
o do fluxo total 
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que abrange as duas bobinas chama-se coeficiente de acoplamento k. Então, 


temos: 


k 


- te tm 
dd 


Como 4,, < 6, e do, © 4, O máximo valor para k é a unidade. 


As operações a seguir permitem obter-se M em termos das auto-indu- 
tâncias L, e L,. Multiplicando as equações (6) e (8), obtém-se: 


M= Naiz N ba 


li 


l2 


Noko, N kb 


li la 


l ta 


Substituindo L, = N,4,1, e L, = N 0zi, em (9), temos: 


M? = RLL, 


e 


M = WELL, 


Análise de Circuitos Acoplados 


Nih: | (Naba 


(9) 


Com a finalidade de mostrar o sentido dos enrolamentos e seus efeitos 
sobre as tensões de indutância mútua, as bobinas são apresentadas no núcleo, 


como mostra a Fig. 13-2. 


Figura 13-2 


Como, em cada circuito, existe uma fonte de tensão, as correntes de 
malha i, e i, são escolhidas no mesmo sentido das fontes e as equações das duas 
malhas são escritas de conformidade com a lei de Kirchhoff: 


366 Circuitos Elétricos 


5 di, di 
Pipe E a A 
(10) 
l di, di, 
Rolo + Low + “de Ua 


As tensões de indutância mútua podem ter qualquer polaridade depen- 
dendo do sentido do enrolamento. Os sinais corretos em (10) podem ser deter- 
minados por aplicação da regra da mão direita a cada bobina: segurando-se a 
bobina, de modo que os dedos envolvam as espiras no sentido em que a corrente 
as percorre, o polegar direito aponta no sentido do fluxo. Os sentidos de 4, ede 
9, são, portanto, os indicados na figura. Se os fluxos 4, e 4,, devidos a correntes 
de sentidos supostos positivos, se somam, os sinais das tensões de indutância 
mútua são os mesmos das tensões de auto-indutância. 


Na Fig. 13-2 observa-se que 4, e de 4, têm sentidos opostos. Escrevendo 
(10), novamente, com os sinais corretos, temos: 


| di, di, 
Ri +L g Man 
(1) 
l di, di 
Ralo + Lo = “de = Ug 


Admitindo fontes de tensões senoidais, o conjunto (11) torna-se, em 
regime estacionário: 
(R, + jol), - joMI, = V, 
(12) 
J0MI, + (R, + Joll, = V3 
Recordando o sistema de duas equações simultâneas das correntes de 
malha (Capítulo 9), temos: 
Zal + Z = V, 
(13) 
+ Zah + Zk = V, 
Vimos que Z,, = Z,, eram as impedâncias comuns às duas correntes de malha 
I, e L. As malhas eram acopladas condutivamente, já que as correntes circula- 
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de equações, or 
não são acoplac 
dâncias comun: 
tais casos, o acc 
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uma fonte de tı 
rente induzida 1 
corrente é deter 
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antes de malha 
rentes circula- 
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vam num ramo comum. No circuito da Fig. 13-2, temos um sistema semelhante 
de equações, onde jaM corresponde a Z,, € Z% das equações (13). As malhas 
não são acopladas condutivamente, pois as duas correntes não percorrem impe- 
dâncias comuns. Entretanto, as equações indicam que existe acoplamento. Em 
tais casos, o acoplamento é chamado mútuo ou acoplamento magnético. 


Corrente Induzida 


Na seção precedente, após admitir o sentido das correntes, examina- 
mos um circuito com duas malhas acopladas mutuamente, cada uma contendo 
uma fonte de tensão. Algumas vezes, torna-se necessário analisarmos a cor- 
rente induzida numa malha em que não existe fonte de tensão. O sentido dessa 
corrente é determinado por aplicação da lei de Lenz. 


Figura 13-3 


Seja o circuito da Fig. 13-3, onde apenas a malha 1 contém uma fonte 
de tensão. Admitindo para a corrente I, o sentido de acordo com a fonte Vo 
aplica-se a regra da mão direita para determinar o sentido do fluxo io Alei de 
Lenz estabelece que a polaridade da tensão induzida é tal que, se o circuito for 
completado, circulará pela bobina uma corrente de sentido tal que crie um fluxo 
que se oponha ao fluxo principal, estabelecido pela corrente L. 


Portanto, quando o interruptor é fechado no circuito da Fig. 13-3, o 
sentido do fluxo 451 de conformidade com a lei de Lenz, é o indicado. Aplicando- 
se então a regra da mão direita, com o polegar apontando no sentido de Pop 0S 
dedos envolverão a bobina 2 no sentido da corrente induzida. As equações das 
correntes de malha são, então: 
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(R, + jaL I — joMI, = V, 
(14) 


J0MI, + (R, + JoLy)L = 0 


Como não existe fonte de tensão na malha 2, segue-se que a corrente 
induzida I, resultou da tensão na indutância mútua (Ro +JOL)L, que é igual a 
JoMI,. Na Fig. 13-4, representa-se essa tensão como uma fonte. O sentido da 
fonte deve ser o indicado pela seta para que o sentido da corrente L seja o 
positivo. Portanto, a polaridade instantânea da tensão de indutância mútua, 
na bobina 2, é positiva no terminal em que a corrente induzida sai do enrola- 
mento. 


Regra do Ponto - Bobinas Acopladas 


O processo de determinação da polaridade relativa das tensões de 
indutância mútua por considerações quanto ao núcleo e ao sentido do enrola- 
mento não é prático. Para simplificar a representação de circuitos acoplados, as 
bobinas são marcadas com pontos, como mostra a Fig. 13-5(c). Coloca-se um 
ponto nos terminais das bobinas que sejam instantaneamente da mesma pola- 
ridade, tendo em vista a indutância mútua, apenas. Para isso, devemos, portan- 
to, saber em que terminal de cada bobina colocar o ponto. Devemos, também, 
determinar o sinal atribuído à tensão de indutância mútua, ao escrever as 
equações das correntes de malha. 
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Para localizar os pontos em um par de bobinas acopladas, escolhe-se 
um sentido para a corrente em uma delas e coloca-se um ponto no terminal por 
onde a corrente penetra no enrolamento. Esse terminal é instantaneamente 
positivo, em relação ao outro terminal da bobina. Aplica-se a regra da mão 
direita para determinar o fluxo correspondente, como mostra a Fig. 13-5(a). O 
fluxo na segunda bobina deve-se opor ao fluxo original, de acordo com a lei de 
Lenz. Ver a Fig. 13-5(b). 


(b) 


Figura 13-5 


Com o auxílio da regra da mão direita, determina-se o sentido da 
corrente induzida e, como a tensão de indutância mútua é positiva no terminal 
por onde a corrente induzida deixa o enrolamento, deve-se colocar um ponto 
nesse terminal, como na Fig. 13-5(b). Uma vez identificada a polaridade das 
bobinas por intermédio dos pontos, não haverá mais necessidade do núcleo no 
diagrama. As bobinas podem, então, ser ilustradas como indica a Fig. 13-5(c). 


Para determinar o sinal da tensão de indutância mútua nas equações 
das correntes de malha, usa-se a regra dos pontos, que estabelece: (1) quando 
ambas as correntes entram ou saem de um par de bobinas acopladas pelos 
terminais que têm ponto, os sinais dos termos em M são iguais aos sinais dos 
termos em L; (2) se uma das correntes entra e a outra sai, os sinais dos termos 
em M são opostos aos dos termos em L. 


E aa a 


Figura 13-6 
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A Fig. 13-6 mostra quando os sinais dos termos em M e em L são 
opostos. A Fig. 13-7 ilustra dois casos em que os sinais de M e de L são iguais. 


Ainda como ilustração das polaridades relativas nos circuitos com 
acoplamento mútuo, seja o circuito da Fig. 13-8, onde estão indicados os pontos 
e as correntes I, e I. Como uma corrente entra e a outra sai, pelos terminais 
com ponto, o sinal dos termos em M é oposto ao dos termos em L. Sob a forma 
matricial, as equações das correntes de malha para este circuito são: 


Z -joM||L, V (15) 


1 


Figura 13-8 
A Fig. 13-9 apresenta uma estrutura simples a duas malhas com 


acoplamento condutivo. Estão indicados os terminais positivos. Sob a forma 
matricial, as equações das correntes de malha são: 


Zu -ZIL] [V (16) 


A impe 
sinal negativo 
contém Z. 


Cobrin 
diferem, apena; 
Comparando (. 
corresponde ao 


Circuitos E 


Na aná 
mento mútuo ] 
circuito da Fig. 
senta. Às equaç 


Sejam 
13-10(a). As com 
cia é, então, joM 
I, passa no rar 
(70M) na malh: 


M e em L são 
e L são iguais. 


3 circuitos com 
cados os pontos 
pelos terminais 
.L. Sob a forma 
o são: 


(15) 


as malhas com 
os. Sob a forma 


(16) 
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Figura 13-9 


A impedância Z, comum a ambas as correntes de malha, apresenta 
sinal negativo porque as correntes I, e L têm sentidos opostos no ramo que 
contém Z. 


Cobrindo-se as “caixinhas” nas Figs. 13-8 e 13-9, os dois circuitos 
diferem, apenas pelos pontos, em um deles, e pela notação de sinais, no outro. 
Comparando (15) e (16), verifica-se que o sinal negativo atribuído a joM 
corresponde ao sinal negativo de Z. 


Circuitos Equivalentes Acoplados Condutivamente 


Na análise de circuitos, é possível substituir-se um circuito com acopla- 
mento mútuo por um outro equivalente, acoplado condutivamente. Seja o 
circuito da Fig. 13-10(a), com os sentidos das correntes I, e E como se repre- 
senta. As equações das correntes de malha são, então, sob a forma matricial: 


R, +jaL, -joM[L| [V, 47) 


“joM R,+joLIL| |V, 


Sejam os mesmos os sentidos das correntes nas Figs. 13-10(b) e 
13-10(a). As correntes I, e L, têm sentidos opostos no ramo comum; a impedân- 
cia é, então, joM. Nas equações (17), Z,, = R, + joL,. Como a corrente de malha 
I, passa no ramo comum que contém a impedância jwM, devemos inserir 
(-j@M) na malha e escrever: 
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Zu = R, + joL, - joM + joM = R, + jol, | 
Semelhantemente, na malha 2, temos: 
Zə = Ro + Jal, — joM + joM = R, + jol, 


Se escrevermos as equações das correntes de malha para o circuito da 
Fig. 13-10(b), obteremos a equações (17). O circuito da Fig. 13-10(b), acoplado 
condutivamente, é, portanto, equivalente ao circuito de acoplamento mútuo da 
Fig. 13-10(a). — 


A análi 

i na determinaçé 
: Fig. 13-11(b) nê 
a regra dos pc 

| equações pela : 
pontos ou à in 
impedância cor 


R, JoL-M) joL;M) R, 


| 13.1 Em um par 
e os fluxo: 
maxwells.* 
Me k(1 we 


Figura 13-10 | O fluxo tc 
auto-indu 
Este método de análise, entretanto, nem sempre conduz a um circuito = 0,06 H. 
equivalente fisicamente realizável. Isto é verdade quando M > L j0uM>L,. O coeficier 
Para substituir a ligação em série das bobinas acopladas mutuamente, Auta 
mostradas na Fig. 13-11(a), procede-se da seguinte maneira: aplica-se o método 
acima descrito, obtendo-se o circuito equivalente da Fig. 13-11(b) com os pontos; Como M = 
em seguida substitui-se esse equivalente pelo equivalente condutivo mostrado 


na Fig. 13-11(c). 


* N. R. Aqui a pa 


| magnéticos. 


H 
A 


ara o circuito da 
3-10(b), acoplado 
mento mútuo da 


luz a um circuito 
"L,ouM > Lo. 


las mutuamente, 
plica-se o método 
(b) com os pontos; 
idutivo mostrado 
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NM 
R, JoL, JOL, R, JL rtLy2M) 
(b) (c) 
Figura 13-11 


A análise do circuito da Fig. 13-11(a) exige que se considere os fluxos, 
na determinação dos sinais das tensões de indutância mútua. No circuito da 
Fig. 13-11(b) não há necessidade de se conhecerem os fluxos, mas é necessária 
a regra dos pontos. Com o circuito da Fig. 13-11(c) podem-se escrever as 
equações pela forma usual, sem que se exija atenção especial ao fluxo, aos 
pontos ou à indutância mútua. Todos os três circuitos possuem a mesma 
impedância complexa Z = R} + jo (L, + L,— 2M). 


Problemas Resolvidos 


13.1 Em um par de bobinas acopladas, a corrente contínua na bobina 1 é 5 ampères 
e os fluxos correspondentes 4,, e 4,, São, respectivamente, 20000 e 40000 
maxwells.* Sendo N; = 500 e N, = 1500 os totais de espiras, determinar L4, L,, 
Me k(1 weber = 10º maxwells). 


O fluxo total é 4, = 4, + iz = 60000 maxwells = 6 x 104 webers. A 
auto-indutância da bobina 1 é, então, L,=N,4,, = 500 (6 x 1045 = 
=0,06H. 


O coeficiente de acoplamento é k, = 4,,/4, = 40000/60000 = 0,667. 
A indutância mútua M = N,6,4/1, = 1500 (4 x 10445 = 0,12 H 
Como M = kvL,L,, vem 0,12 = 0,667 v0,06L, e L, = 0,539 H. 


* N.R. Aqui a palavra “maxwells” designa uma antiga unidade (do sistema CGS) para fluxos 


magnéticos. 
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13.2 Duas bobinas, L, = 0,8 He L, = 0,2 H têm um coeficiente de acoplamento k = 
=0,9. Determinar a indutância mútua M e a relação de espiras Ny/N,. 


Aindutância mútua éM = kVL,L, = 0,9/0,8(0,2) = 0,36 H. 


Tomando M = N bizi; fazendo 4,, = kọ; e multiplicando por NYN,, 
obtém-se 


Naf N9; N, 2 
M = kal |= tada e N/N, = kL,/M = 0,9(0,8/0,36 = 2 


13.3 Duas bobinas cujas respectivas auto-indutâncias são L, = 0,05 He L, = 0,20 H 
têm coeficiente de acoplamento k = 0,5. A bobina 2 tem 1000 espiras. 
Sendo j = 5 sen 400ta corrente na bobina 1, determinar a tensão na bobina 2 e 
o fluxo máximo estabelecido pela bobina 1. 


A indutância mútua é M = BVL L, = 0,5V0,5(0,20) = 0,05 H. A ten- 
são na bobina 2 será, então: v, = M(di,/dt) = 0,05 e (5 sen 400t) = 


= 100 cos 400t. Como a tensão na bobina 2 é também dada por v, = 
=Nd4,9/dt), temos: 


100 cos 400t = 1000(d4,,/dt) 

e 

dp = 10° f 100 cos 400t dt = 0,25 x 103 sen 400% 
O fluxo 4,, máximo é 0,25 x 10% weber, então: 


Pixma 0,25 x 103 3 
Dimar) Z 05 0,5 = 0,5 x 10” Wb 


13.4 Aplicar a lei de Kirchhoff para as tensões ao circuito da Fig. 13-12 e escrever sua 
equação sob a forma instantânea. 


O exame do sentido dos enrolamentos das bobinas mostra que os sinais 
dos termos em M são opostos aos dos termos em L. Observe-se, também, 
que em cada bobina aparece uma tensão de indutância mútua, devida à 
corrente 1, na outra bobina. 

; di di JEM aa di di 
Ri+ LZ- MZ +3 t +L, z -M< = 

tdt mago Ebin de —* 


ou Ri + 


13.5 Escrever a 


Escolhida 
da mão di 
dos termo 


Rj, + L, 


Roi + Lo 


13.6 Repetir o Pr 


acoplamento k = 
Vi No. 


6H. 
ndo por N DN, 


)/0,36 = 2 


jHeL,=0,20H 
n 1000 espiras. 
são na bobina 2 e 


0,05 H. A ten- 
(5 sen 400%) 


dada por v, 


12 e escrever sua 


ra que os sinais 
rve-se, também, 
mútua, devida à 
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ou Ri + (L, + L, - 2M) É + d 


1 idt =v 


Figura 13-12 


13.5 Escrever as equações instantâneas do circuito acoplado da Fig. 13-3 


Escolhidas as correntes i 1 € io, como mostra o diagrama, aplica-se a regra 
da mão direita a cada enrolamento. Já que os fluxos se somam, os sinais 
dos termos em M são iguais aos dos termos em L. Assim: 


di 


s é 
Ri tL z +M 


1 dt 
di 


Ri, + L +M 


2 dt 


di, 
dt T” 
i, 
dt 


Figura 13-13 


13.6 Repetir o Probl. 13.5, sendo a corrente i a indicada na Fig. 13-14. 
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Ao se aplicar a lei de Kirchhoff para as tensões à malha da corrente i,, são 
negativas as tensões de indutância mútua. Assim, temos: 

7 p d. 7 di, 
Edi, ~ i) + L gt — i) + M =Uv 
Ar: : di, ds die di, 
Riia- i) + Rodo + Low — M gti) + L qet io — M-57? 
Figura 13-14 

13.7 Duas bobinas ligadas em série têm indutância equivalente L, se a ligação for 
ativa e indutância equivalente L, se a ligação for subtrativa (em oposição). 
Determinar a indutância mútua M em termos de L, e La. 
Quando a ligação é aditiva, a indutância equivalente é dada por: 
La=L,+L,+2M 9) 
Quando é subtrativa, tem-se: 
Lg=L? +L, -2M (2) 
Subtraindo (1) de (2), temos: 

1 
L, — Lg = 4M e M = Ta~ ip 

Esta solução indica um processo prático para a determinação de M: 
ligam-se as duas bobinas das duas maneiras possíveis e medem-se as 
indutâncias equivalentes numa ponte de CA; a indutância mútua é um 
quarto da diferença entre as duas indutâncias equivalentes. 

13.8 Determinar o circuito equivalente ao da Fig. 13-15, com os pontos colocados nas 


bobinas. Achar a tensão na reatância — /10, empregando o circuito equivalente. 


10 


Para local 
vos sentid 
minal de c 
fluxo corre 
Pela lei de 
para cima 
induzida. `| 
se colocar 


Com os se 
matricial, 


5 — j5 


5 +38 


onde L = 


„corrente i,, são 


q Se a ligação for 
a (em oposição). 


ada por: 


(1) 


(2) 


rminação de M: 
e medem-se as 
cia mútua é um 


tes. 


tos colocados nas 
cuito equivalente. 


L 
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Figura 13-15 


Para localizar os pontos, consideram-se apenas as bobinas e os respecti- 
vos sentidos de enrolamento. Admitida a corrente penetrando pelo ter- 
minal de cima da bobina da esquerda, coloca-se aí um ponto. O sentido do 
fluxo correspondente é de baixo para cima, na parte esquerda do núcleo. 
Pela lei de Lenz, o fluxo na bobina da direita deve, também, ser de baixo 
para cima. À regra da mão direita indica, então, o sentido da corrente 
induzida. Essa corrente sai do enrolamento pelo terminal superior. Deve- 
se colocar um ponto nesse terminal, como mostra a Fig. 13-16. 


Figura 13-16 


Com os sentidos apontados para i, e i,, as equações das malhas, na forma 
matricial, são: 


5-5 5+j3] L 10 


5+j3 10 +j6||L| |10 -j10 


10 - j10 10 +j6 
onde I, = X = 1,015 /113,95° 


4 


| 10 5 +j3 
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A tensão na reatância — j10 é, então: 


V = (510) = 10,15/23,95º 


13.9 Determinar o circuito equivalente ao da Fig. 13-17, com os pontos colocados nas 
bobinas, e escrever a respectiva equação. 


Para ain 
IX, = jk 
A corrent 
Figura 13-17 
Localizam-se os pontos pelos métodos empregados no Probl. 13.8, obten- : sis: 
do-se o circuito da Fig. 13-18. i 
Aplicando-se a lei de Kirchhoff para as tensões à malha simples, temos: o 
dia | | 
|P + jag + JO, + Lo + Lo + 2M, — 2Mp ~ 2Mo)| 1 = V i Logo, a te 
V; = L 
| Trocando- 
resultand 
L = — 
i 34 
i 34+ 
Figura 13-18 | 
13.10 No circuito da Fig. 13-19, dados os pontos na localização indicada, determinar a A tensão r 
tensão no resistor de § ohms. Inverter a polaridade de uma bobina e repetir o ; 
probiema. V =L( 


os colocados nas 


‘obl. 13.8, obten- 


simples, temos: 


I=V 


cada, determinar a 
bobina e repetir o 
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Figura 13-19 


Para a indutância mútua, tem-se: 
= JkNX;,, = J8v5(10) = 75,66 


A corrente de malha I é: 


| 3+jl o 
-3-;166 0 A 
L = = 172/29: = 8,60 /24,8° 


3+ji -3 -j1,66| 19,9 53,8 
—3 — j1,66 8 +36 

Logo, a tensão no resistor de 5 ohms é: 

V; = L5) = 48/24,8º 


Trocando-se a polaridade de uma bobina, muda a matriz impedância, 
resultando um outro valor para L. 


| 3+j1 
-3 + J966 0 
L = - 50 TBM gs nzr 112,1º 


3+j1 0 -3+5966]  182/89,4 
3 + 19,66 8 + j6 


A tensão no resistor de 5 ohms será: 


V; = L (5) = 19,15 /-112,1º 


EE EE 
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13.11 Determinar a indutância equivalente da ligação em paralelo de L, e L>, mostrada O diagr: 
na Fig. 13-20(a). ser iguai 
08 H 2 
“50 à | IR, =1 
Pela mes 
Entretar 
SOU corrente 
0,8 H =0,343 H 
(a) (b) | LR, +, 
Figura 13-20 Substitui 
IR, +j 


A indutância mútua é M = k VL Lo = 0,7V0,3(0,8) = 0,343 H. 


Redesenhado o circuito, como mostra a Fig. 13-20(b), e introduzidas as Igualand 


correntes de malha, vem: 
R, R =R. 
iZ] = pe a =R 


J00,043  jw0,414 
13.13 Substituir 


A Š - . 2 | 
_ & j00,800,414) - (000432 | AB. 
o RET, = [00,296 
u JOU, | A tensão 
A impedância equivalente das bobinas acopladas é, então, 0,296 H. | Escolhida 


13.12 A Fig. 13-21 apresenta o circuito da ponte de Heaviside, usada na determinação 
da indutância mútua de duas bobinas. Determinar M em função das demais 
constantes da ponte, quando a corrente Ip do detetor se anula. | I 


5 
-2 
Então, 


V=Va 


2 


| Para dete 
| corrente d 


AB, anula 


Fi - 
igura 13-21 ; * N.T. Substituíc 


L; e L,, mostrada 


343 H. 


introduzidas as 


à, 0,296 H. 


a na determinação 
inção das demais 
L 
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O diagrama mostra as correntes I, e Ip, escolhidas. Sendo I, = 0, devem 
ser iguais as quedas de tensão em R, e R,, logo: 


LR, = LR, a) 


Pela mesma razão, devem ser iguais as quedas em (R, +J@ L) e (R, + jo Lo. 
Entretanto, em L, aparece uma tensão devida à indutância mútua, e a 
corrente na outra bobina do par, L,, é a soma I + L. 


L(R, + JoL, + joMd, + L) = LR, + JoL) (2) 
Substituindo L = (R /R3)L em (2), temos: 
L (R, + JoL joM) + (R/R) oM) = (R/R) (R, + JoL) (3) 


Igualando as partes reais e imaginárias de (3), vem: 


RR =R R, e jo (L14 M+ IM =jo ČL, donde M = A 
BR RMR» SRR AR 


13.13 Substituir o circuito da Fig. 13-12 pelo Thevenin equivalente visto dos terminais 


AB. 


A tensão V’ do Thevenin equivalente é a tensão a circuito aberto em AB. 
Escolhidas 1, e L, lem-se para L: 


| 5 + jo E 
-2+j3 0 
i È a o = 0,533 /-137,8° 
5+j5 -2+3 J 
-2 + J3 6 +35 
Então, 


V = Vig = L(4 = 2,13 4137,8 


Para determinar Z’ do Thevenin equivalente, estabelece-se a terceira 
corrente de malha I, e calcula-se Z, , que é a impedância nos terminais 
3 


AB, anuladas todas as fontes internas.* 


N. T. Substituídas pelas respectivas impedâncias internas. 
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5+j -2+j33 0 
-2 +j3 VB LIS —4 
A 0 -4 8 
Z 
z7 = Zentradas T A : 1 
33 5+jp -2 +Jj3 
223 6 + j5 
» J456 _ _ Sa 
= 10 +67 7 6,74 /8,5º = 6,67 


Figura 13-22 


A Fig. 13-23 mostra o circuito equivalente de Thevenin. 


VA 


2,13/-187,8º 


6,67 + 70,996 


A 


Figura 13-23 


13.14 Mostrar que os pontos são desnecessários no circuito da Fig. 13-24, desde que 


a segunda malha seja passiva. 


Escolhidas 
| 2 
I, = — 


2 
2 + 
tj 


O valor de 
ângulo de 
malha, é d 
tância múr 
mesmo val 
impedânci: 
devido à in 
13.15 No circuito « 
determinar . 
potência. 


A impedân 
mindo-se e 


Z=5-J54 


Para que a 
a indutânc 


19 — 2k V1£ 


A ligação ii 
da indutân 


13-24, desde que 
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13.15 


Figura 13-24 


Escolhidas as correntes de malha mostradas no diagrama, tem-se 


+já 5 +7j10 


2 +35 H 
+j4 0 : 
Es = SEJ L 392 /61,9° + 90º 
2 ; ) -24 + j45 
2+4 j5 tjá | 


O valor de A, não é afetado pelo sinal de M e a corrente I, terá para 
ângulo de fase 151,9º ou — 28,1". Como não existe fonte de tensão na 
malha, é desnecessário o conhecimento da polaridade da tensão de indu- 
tância mútua. As quedas de tensão nas impedâncias da malha teriam o 
mesmo valor absoluto e ângulo de fase diferindo de 180°. A potência numa 
impedância não seria afetada e I} seria a mesma, fosse qual fosse o sinal 
devido à indutância mútua. 


No circuito da Fig. 13-25, depois de escolher a melhor ligação para as bobinas e 
determinar k, determinar o valor de R, que resulta na máxima transferência de 
potência. 


A impedância do circuito à esquerda de AB deve ser um mínimo. Expri- 
mindo-se essa impedância, tem-se: 


Z =5 -j5 +j12+j12 + 2X, = 5 + j19 + j2kVI2(2) 


Para que a impedância seja um mínimo, a reatância deve ser nula; logo, 
a indutância mútua deve ter sinal negativo. Assim, temos: 


19 — 2k V12(1) = 0 e k = 19/24 = 0,792 


A ligação indicada na Fig. 13-26 acarreta sinal negativo para as tensões 
da indutância mútua, conforme se deseja. Logo, a impedância do circuito, 
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à esquerda de AB, é 5 ohms, resistência pura, e a potência será máxima 
quando R, = R, = 5 ohms. 


k 
e dg a 
o— 000e e— 000e 
ji2 j12 
5 
R 
-j5 k 
JG 
B 
Figura 13-25 
— 
e e 
—|. 
Figura 13-26 


13.16 No circuito da Fig. 13-25, R, = 10 ohms e V = 50/0º. Supondo possíveis as duas 
ligações das bobinas e k variável de O a 1, determinar a faixa de valores de 
potência que pode ser fornecida ao resistor de carga. 


Com o acoplamento indicado na Fig. 13-26, o sinal da indutância 
mútua é negativo e a impedância total do circuito, incluindo a carga, é 
Z,=5-j5+j12 + 712 -/24k + 10. Para k = 1: 


Zp = 15 -j5 = 15,8 /-18,45°, I= VE 50 /0 = 3,16/18,45º 
aa Zr 158/1845 SERIE 


A potência no resistor de 10 ohms é P = PR = (3,16)(10) = 100 watts. Para 
k = 0, temos: 


Zr = 15 +j19 = 24,2 51,T°, I = 500"/(242 BLT) = 2,06 /51,7º 


À potência no resistor de 10 ohms é P = PR = (2,06)? (10) = 42,4 watts. 


Mudando 
torne posi 


Zr = 15 
A potênci: 


O resisto 
entre 12 e 


13.17 Determinar 
acoplamen 


Escolhida. 
3 +jl 


Becia 


No circuite 
com os me 
matriz im} 
no ramo cc 
própria da 
impedânci. 
pede uma 

mostra a F 


Indutância mútua ` 8385 


ia será máxima Mudando a ligação das bobinas para que o sinal da indutância mútua se 
torne positivo, acarreta Z,. = 15 + J19 +k24. Para k = 1, vem: 


i Zp = 15 + j43 = 45,6 /70,8°, I = 50 /0°/(45,6 /70,8°) = 1,095 /-70,8º 
A potência correspondente é P = PR = (1,0953410) = 12 watts. 


O resistor de 10 ohms deve, portanto, admitir uma potência variável 
entre 12 e 100 watts. 


13.17 Determinar um circuito acoplado condutivamente, equivalente ao circuito de 
acoplamento mútuo da Fig. 13-27. 


io 


Escolhidas as correntes I, e L, pode-se escrever sob a forma matricial: 
3+ji -3-j2||L 50 /0º 


-3 -j2 8+j6||L 0 


rossíveis as duas 
xa de valores de 


da indutância Figura 13-27 


aindo a carga, é L : 
po No circuito acoplado condutivamente, escolhem-se as correntes de malha 


com os mesmos sentidos que têm no circuito de acoplamento mútuo. Da 
matriz impedância, Z,, = — 3 — j2. Como as correntes têm sentido opostos 


- = 8,16 (18,45 no ramo comum, a impedância desse ramo deve ser 3 + j2. A impedância 
P 

própria da malha 1 é Z,, = 3 + j1. Há necessidade, portanto, de uma 

100 watts. Para impedância -j1 na malha. Da mesma maneira, com Z,, = 8 + j6, a malha 


pede uma impedância 5 + j4, além dos elementos do ramo comum, como 
mostra a Fig. 13-28. 
2,06 /-51,7º 


= 42,4 watts. 
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Figura 13-28 


13.18 Determinar o circuito acoplado condutivamente equivalente à estrutura de aco- 


plamento mútuo da Fig. 13-29. 


Escolhidas as correntes de malha I, e L, as equações, sob a forma 
matricial, ficam: 


7+j8 -2-jn2] KB] |V 
-2-j12 6+j;19 ||L| |0 


No circuito acoplado condutivamente, as correntes circulam em sentidos 
opostos, pelo ramo comum. Como Z,, é — 2 — 12, na matriz impedância, a 
impedância desse ramo deve ser 2 + 12. Ainda, da matriz impedância, 
Z,=7+78e Zo, = 6 +719. Logo, as demais impedâncias nas malhas 1 e 
2 do circuito equivalente devem ser, respectivamente: 


Figura 13-29 


Z,=(7+78)-(2+719)=5-j4eZ,=(6+719)-(2+719)=4+77 
A Fig. 13-30 mostra o circuito equivalente pedido. 


13.19 Duas bot 
espiras. ( 
Reduzind 
na bobine 
Resp.:37 


13.20 O coeficie 
eN=8 
bobina 2, 
Resp.: 0, 


13.21 Duas bob 
em série : 
de L, La 
Resp.: L, 


13.22 Duas bob 
quatro for 
as dispos 
indutânci: 
Resp.: 15 

13.23 Duas bot 

- Determini 


ligadas e: 
Resp.: 16 


13.24 Duas bok 
ciente de 


estrutura de aco- 


s, sob a forma 


am em sentidos 
iz impedância, a 
xiz impedância, 
: nas malhas 1 e 


=4+37 
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13.19 


13.20 


13.21 


13.22 


13.23 


13.24 


Figura 13-30 


Problemas Propostos 


Duas bobinas têm coeficiente de acoplamento k = 0,85 e a bobina 1 tem 250 
espiras. Com í, = 2 ampères na bobina 1, o fluxo total 4, é 3,0 x 10 weber. 
Reduzindo-se j linearmente até zero, em dois milissegundos a tensão induzida 
na bobina 2 fica igual a 63,75 volts. Determinar L,, L», Me No. 

Resp.: 37,5 mH; 150 mH; 63,8 mH; 500. 


O coeficiente de acoplamento de duas bobinas, respectivamente, com N, = 100 
e N, = 800 é 0,85. Com a bobina 1 aberta e uma corrente de 5 ampères na 
bobina 2, o fluxo 4, é 3,5 x 10 weber. Determinar L,, L, e M. 

Resp.: 0,875; 5,95 mH. 


Duas bobinas idênticas têm indutância equivalente de 0,080 H, quando ligadas 
em série aditiva, e de 0,035 H, quando em série subtrativa. Quais são os valores 
de L, La Me k? 

Resp.: L, = L, = 28,8 mH; M = 11,25 mH; k = 0,392. 


Duas bobinas acopladas com L, = 0,02 H, L, = 0,01 H e k = 0,5 são ligadas de 
quatro formas diferentes: série aditiva, série subtrativa e em paralelo com ambas 
as disposições possíveis dos sentidos dos enrolamentos. Quais são as quatro 
indutâncias equivalentes? 

Resp.: 15,9; 44,1; 9,47; 3,39 mH. 


Duas bobinas idênticas têm £ = 0,02 H e coeficiente de acoplamento k = 0,8. 
Determinar M e as duas indutâncias equivalentes, admitindo que elas estejam 
ligadas em série aditiva e em série subtrativa. 

Resp.: 16; 72;8 mH. 


Duas bobinas cujas indutâncias estão na relação de quatro para um têm coefi- 
ciente de acoplamento k = 0,6. Ligadas em série aditiva, sua indutância equiva- 
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lente é 44,4 mH. Determinar L,, L, e M. 
Resp.: 6; 24; 7,2 mH. 


13.25 Duas bobinas de indutâncias L, = 6,8 mH e L, = 4,5 mH são ligadas em série 
aditiva e em série subtrativa. As indutâncias equivalentes dessas ligações são, 
respectivamente, 19,6 mH e 3 mH. Determinar Me k. 

Resp.: 4,15 mH; 0,75. 


Figura 13-31 


13.26 Arbitrar as correntes de malha no circuito da Fig. 13-31 e escrever suas equa- 
ções instantâneas. Representar o circuito equivalente, localizar os pontos, 
escrever suas equações e comparar os resultados. 


13.27 Traçar o circuito com ponto equivalente ao das bobinas da Fig. 13-32 e deter- 
minar a reatância indutiva equivalente. 


Resp.: j12. 
já 
j2 j3 
JA JA 
j3 j5 j6 
Figura 13-32 


13.28 Determinar, situando os pontos, o circuito equivalente às bobinas da Fig. 13-33 
e escrever sua equação instantânea. 


13.29 Representa: 
e calcular a 
Resp.: 4,47, 


13.30 Achar o circ 
13-35, situa 
terminais A! 
Resp.: 0,23% 


13.31 Determinar . 
minar a imp: 
Resp.: 2,54 
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igadas em série 
as ligações são, 


Figura 13-33 
13.29 Representar o circuito equivalente às bobinas da Fig. 13-34, situando os pontos, 


e calcular a corrente |. 
Resp.: 4,47/26,7". 


ever suas equa- 
izar os pontos, 


|. 13-32 e deter- 


50/0% 


Figura 13-34 


13.30 Achar o circuito equivalente para as três bobinas acopladas, mostradas na Fig. 
13-35, situando os pontos, e determinar a indutância equivalente, vista dos 
terminais AB. Todos os coeficientes de acoplamento são de 0,5. 

Resp.: 0,239 H. 


13.31 Determinar o circuito equivalente ao da Fig. 13-36, situando os pontos, e deter- 
minar a impedância equivalente nos terminais AB. 
Resp.: 2,54 + j2,26. 
as da Fig. 13-33 
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Figura 13-35 


13.32 Ainda no circuito da Fig. 13-36, inverter o enrolamento de uma das bobinas e 


determinar a impedância equivalente. 
Resp.: 2,53 + [0,238. 


A 


l 


Figura 13-36 


13.33 Determinar o valor de k e situar os pontos, no circuito em série da Fig. 13-37, de 


modo que o circuito esteja em ressonância em série. 
Resp.: R = 0,177. 


Figura 13-37 


tisie siii 


13.34 Determinar 
modo que c 
Resp.: k=1 


13.35 Determinar 
potência de 
Resp.: W= 


13.36 Ainda no Pı 
posição do: 
Resp.: 54,2 


13.37 No circuito 
Repetir par 
Resp.: 1,41 


13.38 No probl. 1 
V,=100/0º 
Resp.: 100, 


a das bobinas e 


da Fig. 13-37, de 
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13.34 Determinar o valor de k e situar os pontos, no circuito em série da Fig. 13-38, de 
modo que o circuito esteja em ressonância em série. 


Resp.: k= 0,112. 
7 A 
18 oo 38 jlo 
Figura 13-38 


13.35 Determinar k e situar os pontos, no circuito da Fig. 13-39, de modo que a 
potência de saída da fonte de 50/0° volts seja 168 watts. 
Resp.: W = 0,475. 


k 
ATT 
J5 J8 
50/0º | 10 
Figura 13-39 


13.36 Ainda no Probl. 13.35, determinar a potência de saída da fonte, ao inverter-se a 
posição dos pontos. Utilizar o valor de k encontrado no Probl. 13.35. 
Resp.: 54,2 watis. 


13.37 No circuito da Fig. 13-40, determinar a relação V,/V, que anula a corrente 1,. 
Repetir para a hipótese de anular 1,. 
Resp.: 1,414/-45'; 0,212/32º. 


Figura 13-40 


13.38 No probl. 13.37, que tensão aparece nos terminais da reatância j8, quando 
V,=100/0'e1,=0? 
Resp.: 100/0º (+ no ponto). 
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13.39 Determinar a reatância indutiva joM do circuito da Fig. 13-41, quando a potência 
no resistor de 5 ohms é 45,2 watis. 
Resp.: j4. 


Of 53 so 5 


Figura 13-41 


13.40 No circuito da Fig. 13-42, determinar as componentes da corrente 1, devidas a 
cada uma das fontes V, e V}. 


Resp.:0,77/112,6'; 1,72/86'. 


Figura 13-42 
13.41 Determinar o valor de k, no circuito da Fig. 13-43, sendo de 32 watts a potência 


no resistor de 10 ohms. 
Resp.: 0,791. 


Figura 13-43 


13.42 Determinar 
seja máxim 
Resp.: 1,4- 


13.43 Achar a imp 
Resp.:3 +, 


13.44 No circuito 
Resp.: 25,2 


13.45 Achar a im; 
Resp.:1+. 


Jando a potência 


ante 1, devidas a 


watis a potência 
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13.42 Determinar a impedância de carga, Z,, no circuito da Fig. 13-44, de modo que 
seja máxima a transferência de potência nos terminais AB. 
Resp.: 1,4 — [2,740. 


Figura 13-44 


13.43 Achar a impedância de saída do circuito da Fig. 13-45, nos terminais da fonte. 
Resp.: 3 + /36,3. 


13.44 No circuito da Fig. 13-45, determinar a tensão na reatância j5, sendo V = 50/45. 
Resp.: 25,2/49,74". 


Figura 13-45 


13.45 Achar a impedância equivalente do circuito acoplado da Fig. 13-46. 
Resp.: 1 + j1,5. 


Figura 13-46 
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13.46 Determinar o circuito de Thevenin equivalente nos terminais AB do circuito da 
Fig. 13-47. 
Resp.: Z =2+/6,5;V =5 + J5. 


13.47 Determinar o circuito equivalente de Norton nos terminais AB da estrutura da 
Fig. 13-47. 
Resp.: Z =2 + j6,5; F = 1,04/-27,9º. 


13.51 Achar a im 
Resp.: 6,2. 


Figura 13-47 


13.48 Determinar o circuito de Thevenin equivalente nos terminais AB do circuito da 
Fig. 13-48. 
Resp.: Z = 8,63/48,75°; V’ = 4,84/-34,7". 


Figura 13-48 


13.49 Determinar o circuito equivalente de Norton para a estrutura da Fig. 13-48. 


Resp.: Z = 8,63/48,75'; P= 0,560/4-83,4°. 


13.50 Calcular a impedância de entrada do circuito da Fig. 13-49,vista dos terminais da 
fonte V. 
Resp.: 7,06 + j3,22. 


3 do circuito da 


da estrutura da 


3 do circuito da 


“ig. 13-48. 


los terminais da 


a o 
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Figura 13-49 


13.51 Achar a impedância equivalente da estrutura da Fig. 13-50 nos terminais AB. 


Resp.: 6,22 + j4,65. 


Figura 13-50 


Capítulo 14 


MAKRON 


Books SISTEMAS POLIFÁSICOS 


Introdução 


Um sistema polifásico é constituído por duas ou mais tensões iguais, 
com diferenças de fase fixas, fornecendo energia às cargas ligadas às linhas. No 
sistema bifásico, duas tensões iguais diferem em fase de 90°; no sistema trifási- 
co, a diferença de fase entre as tensões é de 120º. Nos retificadores polifásicos 
usam-se, às vezes, sistemas de seis ou mais fases, com o objetivo de obter uma 
tensão retificada com pouca ondulação (“ripple”); o sistema trifásico é, entre- 
tanto, o comumente usado para a geração e transmissão de energia elétrica. 


Sistema Bifásico 


A rotação do par de bobinas perpendiculares da Fig. 14-1(a) num 
campo magnético constante acarreta tensões induzidas cuja diferença de fase 
constante é 90º. Com o mesmo número de espiras nas bobinas, as tensões 
instantâneas e dos fasores têm as mesmas amplitudes, como mostram os 
respectivos diagramas nas Figs. 14-1(b) e (c). 


O diagrama do fasor tensão da Fig. 14-1(b) tem Ven = Vbob /0º como 
referência; como consegiiência Van E V ob /90º. Se os terminais 4º e B’ das 
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bobinas forem 1 
nas três linhas. 
zes maior que a: 


+ Vye = Viop [2C 


N P 


Sistema Tri 


É de 15 
bobinas igualme 
bobina A atinge: 
pela C. Essa seq 
rotação anti-hor 
A-B-CA-B-C ... 
14-2(c), onde se ` 
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tensões iguais, 
s às linhas. No 
sistema trifási- 
xes polifásicos 
2 de obter uma 
fásico é, entre- 
gia elétrica. 


« 14-1(a) num 
*erença de fase 
as, as tensões 
o mostram os 


: Vhop (0º como 
ais Æ’ e B’ das 
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bobinas forem ligados, constituindo a linha N, o sistema bifásico fica contido 
nas três linhas 4, B, N. A diferença de potencial entre as linhas A e B é V2 ve- 
zes maior que as tensões de linha para neutro e é obtida pela soma V, p = 


ANT 
+ Vye = Vpop (90º + V op (180º = V2 V op (185º. 


ZTN 


(b) (e) 


Figura 14-1 Sistema bifásico. 


Sistema Trifásico 


É de 120º a diferença de fase entre as tensões induzidas nas três 
bobinas igualmente espaçadas da Fig. 14-2a). Na seqüência ABC, a tensão na 
bobina A atinge um máximo em primeiro lugar, seguida pela bobina B e, depois, 
pela C. Essa seqiiência fica evidente pelo diagrama de fasores, sendo positiva a 
rotação anti-horária, onde os fasores passam por um ponto fixo na segiiência 
A-B-CA-B-C ..., e também pelo traçado das tensões instantâneas da Fig. 
14-2(c), onde se verifica que os máximos ocorrem na mesma ordem. 


ca 
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(a) 
a A B C A 
E t 
C'E 1204 
240 
E Eai E 
(b) (c) 


Figura 14-2 Sistema trifásico com segiiência ABC. 


A rotação das bobinas em sentido oposto resulta na sequência CBA, 
como mostra na Fig. 14-3. 


A 


BIA 
C 
B C 
Figura 14-3 Sistema trifásico com seqüência CBA. 


A máquina apresentada na Fig. 14-2(a) é teórica; diversas limitações 
práticas impedem sua utilização. Realmente, na prática, o campo gira, en- 
quanto o enrolamento trifásico é estacionário. 


A ligação dos terminais 4”, B’ e C’, como na Fig. 14-4(a), resulta num 
alternador ligado em Y (em estrela), ao passo que a ligação de 4 em B’, de Bem 


C’ ede Cem A’ c 
ou triângulo). 


(a) 


Na ligaçi 
são iguais, enqua 
em triângulo, sã 
linha são V3 veze 


Seja qua 
trifásico de tens: 
condutor do siste: 


Tensões do $ 


A escolh: 
mina os ângulos « 
V pc foi escolhida 
todas as tensões 1 


A tensão 
BeCouCeA.R 
neutro é 1N3 ve: 
quatro fios, CBA, 
de linha para neu 


equência CBA, 


m 


arsas limitações 
ampo gira, en- 


a), resulta num 
«em B’, de B em 
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C’ e de Cem, como na Fig. 14-4(b), resulta num alternador ligado em A (delta 
ou triângulo). 


A E) A 
B 
B 
C 
A Cc 
C 
(a) (b) 


Figura 14-4 


Na ligação em estrela, as correntes na bobina (ou “de fase”) e na linha 
são iguais, enquanto a tensão de linha é V3 vezes a tensão de fase. Na ligação 
em triângulo, são iguais as tensões de linha e de fase, porém as correntes de 
linha são V3 vezes as correntes de fase. Ver Probl. 14.2. 


Seja qual for a ligação, as três linhas A, B e C constituem um sistema 
trifásico de tensão. O ponto neutro da ligação em estrela fornece o quarto 
condutor do sistema trifásico a quatro condutores. 


Tensões do Sistema Trifásico 


A escolha de uma tensão de referência com ângulo de fase nulo deter- 
mina os ângulos de fase de todas as demais tensões do sistema. Neste capítulo, 
V pc foi escolhida para referência. Os triângulos das Figs. 14-5(a) e (b) mostram 
todas as tensões nas sequências ABC e CBA. 


A tensão do sistema é a tensão entre quaisquer pares de linhas, A e B, 
B e C ou C e A. No sistema a quatro fios, a amplitude da tensão entre linha e 
neutro é 1⁄3 vezes a tensão de linha. Por exemplo, num sistema trifásico a 
quatro fios, CBA, de 208 volts, as tensões de linha são de 208 volts e as tensões 
de linha para neutro (tensões de fase) são de 208/N3 ou 120 volts. A Fig. 14-5(b) 


E 
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determina os ângulos de fase das tensões. Assim, Vgc = 208/0º, Vag = 208/240", 
Voa = 208/120°, Van = 120/90º, Voy = 120/30" e Von = 120/150°. 


A 
Vaa = V,1120° 
Voc = V102 
Va = V.l24o: 
Var = (ViiB)|go* 
Vay = (V,/l3)|-80º 
Ven = (V,/43)]-150º 
C B 
(a) Seqüência ABC 
c B 
Vu = V.[240º 
Vec = Vjo” 
Va = V [120º 
Vax e (Vil 3)|-90º 
Va = (V/V) -30° 
Va = (Vi NÐ -150° 


(a) Sequência CBA 


Figura 14-5 


Cargas Trifásicas Equilibradas 


Exemplo 1 Um sistema ABC trifásico a três condutores, 110 volts, 
alimenta uma carga em triângulo, constituída por três impedâncias 
iguais de 5/45" ohms. Determinar as correntes de linha I 4» Ipe Iç e traçar 
o diagrama de fasores. 


A Fig. 14-6 esquematiza o circuito, aplicadas as tensões e representados 
os sentidos positivos das correntes de linha e de fase. Daí, temos: 


Vag 110 /120° 
Lg = = = 22 
Z 5 /45º 


fis = 5,7 + j21,2 


Vgc 110/0 p 
Ie =z = now | 22 -45° = 15,55 — j15,55 


5 [45º 


Trok 
CA ë Z 
Aplicando : 

tem-se: 

L = Lp + 
I; = Ia + 
Ic = Lo + 
O diagram: 
bradas, de 


< 


ap = 208/240", 


v 
UP 


res, 110 volts, 
s impedâncias 
Iş e Iņ e traçar 


representados 
temos: 
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Yy o 
ca MORO og = 21,2 — j57 


5145" 
[= 


Figura 14-6 


Aplicando a lei de Kirchhoff para as correntes a cada vértice da carga, 
tem-se: 


L = Lp + Lo = 22/75 — 22/195" = 38,1 /45º 
I; = Ipa + Ipo = 22/15" + 22245 = 38,1 5º 
Lo = Lu + Iop = 22/195º — 22/45 = 38,1 165º 


O diagrama de fasores da Fig. 14-7 mostra as correntes de linha, equili- 
bradas, de 38,1 ampères com ângulos de fase de 120º entre elas. 


Figura 14-7 
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Para uma carga equilibrada ligada em triângulo, a tensão de linha e a 
tensão de fase são iguais e a corrente de linha é V3 vezes a corrente de fase. 


Exemplo 2 Um sistema CBA trifásico a quatro condutores, 208 volts, 
alimenta uma carga em estrela, constituída por impedâncias 20/-30º 
ohms. Calcular as correntes de linha e traçar o diagrama de fasores. 


A Fig. 14-8 mostra o circuito, aplicadas as tensões de linha para neutro da 
Fig. 14-5(b). O diagrama apresenta todas as correntes de linha, veri- 
ficando-se que elas retornam pelo condutor neutro. Assim: 


M 120 /-90° 
AN o 

= = = 6,0 460 
20 /-30° 

L = -2N _ 120/30" 
20 -30° 

1. = Yen _ 120/150: 
20 /-30º 


L = Z 


es 6,0 /60° 


= 6,0 /180º 


Va l | 
1201-90º E 
Ven 


Ver 
120 [150º 


20/-30º 


Figura 14-8 


Admitindo positiva a corrente do neutro, quando se dirige para a carga, 
tem-se: 


Iy =- (l + Iz + Io) = — (6,0460° + 6,0/60º + 6,0/180º) = 0 


O diagram 
linha, este 
correspone 


Numa c 
iguais às correm 
vezes a tensão de 


Circuito Me 


Equilibrad 


De conf 
tulo 12, um con 
equivalente a w 
onde Zy = (1/3) 
estrela para ca 
formas. 


O circus 
quatro condutor 
uma tensão de a 
a zero. À corren: 
referido ao ângu 
estarão avançac 
para neutro, do 


ão de linha e a 
corrente de fase. 


zores, 208 volts, 


âncias 20/-30º 


de fasores. 


: para neutro da 
de linha, veri- 
ii 


e para a carga, 


i 
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Figura 14-9 


O diagrama de fasores da Fig. 14-9 mostra as correntes equilibradas de 
linha, estando cada uma delas adiantada, em relação à tensão simples 
correspondente, de um ângulo igual ao ângulo da impedância respectiva. 


Numa carga equilibrada ligada em estrela, as correntes de linha são 
iguais às correntes de fase. A corrente no neutro é nula e a tensão de linha é V3 
vezes a tensão de fase, ou seja, V; = KEJ Ve 


Circuito Monofásico Equivalente para Cargas 
Equilibradas 


De conformidade com as transformações de Y para A, vistas no Capí- 
tulo 12, um conjunto de três impedâncias Z,, numa ligação em triângulo, é 
equivalente a um conjunto de três impedâncias iguais Z, ligadas em estrela, 
onde Zy = (1/3)Z,. E possível, portanto, um cálculo mais direto do circuito em 
estrela para cargas trifásicas equilibradas, ligadas de qualquer das duas 
formas. 


O circuito equivalente de uma linha é uma fase do circuito trifásico a 
quatro condutores em estrela da Fig. 14-10, com a diferença de que se emprega 
uma tensão de amplitude igual à de linha para neutro e de ângulo de fase igual 
a zero. A corrente de linha calculada para esse circuito tem um ângulo de fase 
referido ao ângulo de fase nula da tensão. As correntes de linha reais I}; E, e E, 
estarão avançadas ou atrasadas, em relação às respectivas tensões de linha 
para neutro, do mesmo ângulo de fase. 
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Figura 14-10 Circuito monofásico equivalente. 


Exemplo 3 Calcular as correntes de linha do exemplo 1 pelo método do 
equivalente monofásico. 


Traça-se o circuito de uma linha e assinala-se um A na carga, para 
lembrar de que as impedâncias estavam ligadas em triângulo. A impe- 
dância do equivalente ligado em estrela é: Zy=2,3 =(5/3)/45º e a tensão 
de linha é: 


Vin =V Y3 = 11003 = 63,5 


A corrente de linha é, portanto, dada por: 


= 38,1 -45° 


1 - Yin 635/0 
© Z ss 


I 
63,510 “silas 


Figura 14-11 


Como esta corrente está atrasada de 45° em relação à tensão, as correntes 
de linha I}, 1, e Iç estão atrasadas de 45° em relação às suas respectivas 
tensões Va Ven € Voy. Os ângulos dessas tensões são obtidos do triân- 
gulo da Fig. 14-5(a). As tensões entre linha e neutro (tensões de fase) e as 
correspondentes correntes de linha estão reunidas a seguir: 


Van = 63, 
Vans 68, 


Von = 68, 


Estas corr 
correntes « 
Ip = di 
obtidos, es 
seguida, d 
de 45°. As: 


Vas = 110 
Vpo = 110 


Vea = 110 


Carga Dese 


A soluç: 
consiste em se c: 
nós da lei de Kir. 
As correntes de ` 
ocorre nas carga 


Exemplo 
tores, tem 
Zoa = 154 
fasores. 


Traça-se c 
fasores te 
independe 


I Var 
AB Za 
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Van = 63,5/90° 1, = 38,1/90° -45° =38,1/45º 
Van = 63,5/-80º I; =38,1/80'-45º =88,1/-75 
Von = 68,5/-150º = 38,1/-150º- 45º = 38,1/-195º 


Estas correntes são idênticas às obtidas no exemplo 1. Caso se deseje, as 
correntes de fase da carga ligada em triângulo poderão ser calculadas por 
Ip = L; "3 = 38,1/⁄V⁄3 = 22. Os ângulos de fase dessas correntes são 


obtidos, escrevendo-se os ângulos das tensões de linha [Fig. 14-5(a)] e, em 
seguida, determinando-se as correntes, de modo que estejam atrasadas 
de 45°. Assim, temos: 


na carga, para Vas = 110/ 120° Lp = 22/ 120º a 45° = 22/ 75° 
ingulo. A impe- 


D/45° e a tensão i Vgc = 110/0º Ipc = 22/0º — 45º = 22/-45' 
| Voa = 110/240º Icy = 22/240º — 45º = 22/195º 


IH 


. pelo método do 


Carga Desequilibrada em Triângulo 


| A solução, quando a carga é desequilibrada e ligada em triângulo, 
consiste em se calcularem as correntes de fase e, em seguida, por aplicação aos 
nós da lei de Kirchhoff para as correntes, determinar as três correntes de linha. 
As correntes de linha não serão iguais e sua defasagem não será de 120º, como 
| ocorre nas cargas equilibradas. 


Exemplo 4 Um sistema trifásico ABC de 240 volts, a três condu- 
tores, tem carga ligada em triângulo com Z,, = 10/0º, Zgo = 10/30º e 
Zoa = 15/-30º. Calcular as três correntes de linha e traçar o diagrama de 


ão, as correntes fasores. 


uas respectivas Traça-se o diagrama do circuito, como na Fig. 14-12, e aplicam-se os 
btidos do triân- fasores tensão. Conforme mostra o diagrama, as correntes de fase são 


jes de fase) e as independentes e dadas por: 
ir: 


y o 
Lg = 72 = as 24 [120º , Ipc = 
Zap 10 /0º 
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Figura 14-12 
Aplicando aos nós a lei de Kirchhoff para as correntes, temos: 
L =L g+ Lo= 24/120° — 16/270º = 38,7/108,1º 


Ig =Ipa+Inc= —24/120' + 24/-30º = 46,4/- 45º 


Ic=I + iog = 16/270º —24/30º = 21,2/190,9º 


Notar que os defasamentos não são de 120. 


Figura 14-13 


Carga Dese. 
com Quatro 


Num sis 


quando a carga é 
carga permanece 
(tensão de fase). / 


Exemplo : 
carga ligad. 
as corrente 


Traça-se o « 
escolhendo- 
pendentes « 


A corrente 1 
positivo o se 


w=- + 


A Fig. 14-15 
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Carga Desequilibrada, Ligada em Estrela, 
com Quatro Condutores 


Num sistema a quatro fios, o condutor neutro transporta corrente 
quando a carga é desequilibrada, e a tensão em cada uma das impedâncias de 
carga permanece fixa e de amplitude igual à existente entre linha e neutro 
(tensão de fase). As correntes de linha são desiguais e sua defasagem não é 120°. 


Exemplo 5 Um sistema CBA trifásico a quatro fios, 208 volts, tem 


carga ligada em estrela com Z, = 6/0º, Zg= 680º e Zo= 5/45. Determinar 
as correntes de linha e no neutro. Traçar o diagrama de fasores. 


Traça-se o diagrama do circuito (Fig 14-14), aplicam-se os fasores tensão, 
escolhendo-se as correntes de linha indicadas. As correntes são inde- 
pendentes e dadas por: 


v R Va 
pe ano O OO: = 20/90", Iş =z = 20h", 


B 


ASZ 6 /0º 


A corrente no neutro é a soma das correntes de linha L, I; e Iç. Supondo 
positivo o sentido de L, para a carga, temos: 


Iy=- (L, + Ip + 1) = - (20 490° + 20/0º + 24 /105°) = 14,1 /-166,9º 


A 
120/-90' L, 
5145 
| 120/30º 1, 2 = 
B 


120 [150º 


Figura 14-14 


A Fig. 14-15 mostra o diagrama de fasores. 
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Figura 14-15 Daí, vem: 


As corrent 
Carga Desequilibrada, Ligada em Estrela, com Três DEn 
Condutores L= L 
x e I= -I 
Estando apenas as três linhas A, B e C ligadas a uma carga desequili- 
brada em estrela, o ponto comum das três impedâncias de carga não está no As tensões 
potencial do neutro e é designado por “O”, em vez de “N”. As tensões nas três de linha pe 
impedâncias podem diferir consideravelmente do valor entre linha e neutro, TE 
como mostra o triângulo das tensões que relaciona todas as tensões no circuito. ' Vio = 
E de particular interesse a diferença de tensão entre “O” e “N”, tensão de 
deslocamento do neutro. Vzo = 
Exemplo 6 Um sistema trifásico CBA, a três fios, 208 volts, tem carga Var E 
Z, = 6/0, Zg = 6/30 e Zo = 5/45", ligada em estrela. Determinar as à 
correntes de linha e o fasor tensão em cada impedância. Traçar o triân- 
gulo das tensões e determinar a tensão de deslocamento do neutro, Voy- 
Traça-se o diagrama do circuito e selecionam-se as correntes de malha I, 
e I, como mostra a Fig. 14-16. Escrevem-se as correspondentes equações 
matriciais de I, e L, como se segue: 
6/0 + 6/30º -6/80º 1L] _ |208 /240° 
-6 /30° 6/80º + 5/45º| |4 208 /0° 
O diagram 
um triâng 


om Três 


arga desequili- 
ga não está no 
3nsões nas três 
inha e neutro, 
ões no circuito. 
“N”, tensão de 


olts, tem carga 
Determinar as 
Traçar o triân- 
o neutro, Voy- 


zes de malha L 
entes equações 
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Figura 14-16 
Daí, vem: I, = 23,3/261,1° e I, = 26,5/- 63,4º. 


As correntes de linha I 4» Ip e€ Io, dirigidas como mostra o diagrama, são: 
I = 23,3/261,1º 
L-I = 26,5/-63,4º — 23,3/261,1º = 15,45/-2,5º 


Iç = -L = 26,5/116,6' 


As tensões nas três impedâncias são dadas pelos produtos das correntes 
de linha pelas respectivas impedâncias. Logo: 


Vio = I,Z,=23,3/261,1º (6/0) = 139,8/261,1º 
Vo = 1Zp= 15,45/-2,5' (6/80º) = 92,7/27,5º 
Vc = IZç= 26,5/116,6' (5/45º) = 132,5/161,6º 


nm 
|} 


Figura 14-17 


O diagrama de fasores dessas três tensões, mostrado na Fig. 14-17, forma 
um triângulo eqüilátero. Na Fig. 14-18, reconstrói-se esse triângulo; 
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acrescentando-se o neutro e aparecendo, assim, a tensão de deslocamento 
do neutro, Voy- Essa tensão pode ser calculada utilizando-se qualquer 
um dos três pontos, A, B ou C, e seguindo-se a notação convencional de 
duplo índice. Utilizando o ponto A, temos: 


Vov=Voat Van = —189,8/261,1º + 120/-90º 


28,1/39,8º 


H 


A 
Figura 14-18 


Método do Deslocamento do Neutro, Carga 
Desequilibrada em Estrela a Três Condutores 


No exemplo 6, a tensão Voy de deslocamento do neutro foi obtida em 
função das tensões na carga. Se determinarmos uma expressão para Von 
independente das tensões na carga, as correntes e tensões, pedidas no exemplo 
6, serão obtidas mais diretamente, como mostra o exemplo 7. 


Para obter a tensão de deslocamento do neutro, escrevem-se as cor- 
rentes de linha em termos das tensões na carga e das admitâncias da carga. 


L = Viola Ip= VeoYp 
Iç = Voote (1) 


Em seguida, aplica-se a lei de Kirchhoff para as correntes ao nó O (Fig. 
14-19), escrevendo: 


L,+1,+1,=0 (2) 
VaoXa + VeoYB + VeoYç=0 (3) 


Do dias 
função das suas 


Vao = Var 


Substitui 
(Van t Va 


onde: 


Às tens 
Fig. 14-5, para : 
os inversos das 
termos de (6) s 
neutro pode ser 


Exempk 
exemplo ! 


Da Fig. 1 


Von e 


e deslocamento 
do-se qualquer 
onvencional de 


es 


o foi obtida em 
ssão para Voy 
das no exemplo 


'vem-se as Cor- 
ias da carga. 


a) 


es ao nó O (Fig. 


(2) 
(3) 
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Do diagrama da Fig. 14-18, tiram-se as tensões Vo» Vgo € Voo em 
função das suas componentes, isto é: 


Vao= Vant VYno Veo" Ven + Vno Veco = Von t Vno (4) 


Substituindo as expressões de (4) em (3), temos: 


(Van + YuoXa + Van + Yo Ye + (Von + VyoYo =0 (5) 
Vanya + Vonto t Vont 
onde: Eee ESA ada (6) 
g. Yi + Y; + Yo 


As tensões V; y V gy € Voy da equação (6) são obtidas pelo triângulo da 
Fig. 14-5, para a seqüência dada no problema. As admitâncias Y,, Y} e Y, são 
os inversos das impedâncias de carga Z,, Zg e Zo Portanto, como todos os 
termos de (6) são dados ou obtidos facilmente, a tensão de deslocamento do 
neutro pode ser calculada e empregada na determinação das correntes de linha. 


Figura 14-19 


Exemplo 7 Determinar as correntes de linha e as tensões na carga do 
exemplo 6 pelo método do deslocamento do neutro. 


Da Fig. 14-20, a equação da tensão de deslocamento do neutro é: 
Van Ly t Vando E Vendo 


yV = 
ON Ya + Y; + Yo 
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onde: 
Y, = 1/6/0º) = 0,1667/0º = 0,1667 
Yp = 1⁄6/30°) = 0,1667/-30º = 0,1443 — j0,0833 


Yo = 1⁄5/45°) = 0,20/-45° = 0,1414 — j0,1414 
Y, +Yp+Yo = 0,4524 — j0,2247 


= 0,504/-26,5º 
e Vanta = 120/-90°(0,1667/0°) = 20/-90º = —;20 


VanYg = 120/80'(0,1667/-30º) = 20/0° = 20 
Vento = 120/150(0,20/-45º) = 24/105° = - 6,2 + j23,2 
VanYa + VonYpg + VenYç= 13,8 + j3,2 = 14,1/13,1° 
Então, finalmente: Von = 14,1/13,1/0,504/-26,5° = 28,0/39,6º 


Figura 14-20 


As tensões Vio Vgoe Vco são obtidas com o emprego de Vwo € da tensão 


apropriada de linha para neutro. Assim: 
Vao = Van + Vyo = 120/-90º — 28,0/39,6º = 139,5/261,1º 


Vpo = Ven + Vyo = 120/80º — 28,0/89,6º = 92,5/27,1º 


Vco ER Vo 


As corren 
correspon 


L= Vaol 
Ip = Veoh 
Iç= Vcol 


As corren 
resultados 


Potência nı 


Já que 
equilibradas em 
da potência tota 
e a corrente é co 
da impedância. . 


ea potênc 


[23,2 
2 = 141/18,1º 


2,6 


7 3 
no € da tensão 
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Voo = Vey + Vyo = 120/150º — 28,0/89,6º = 132,5/161,45º 


As correntes de linha obtêm-se facilmente a partir das tensões e das 
correspondentes admitâncias de carga. Assim: 


L, = V,oY, = 139,5/261,1'(0,1667/0º) = 23,2/261,1º 
I; = VpoYp = 92,5/27,1(0,1667/-30º) = 15,4/2,9º 
Ic = VooYc = 132,5/161,45'(0,20/-45º) = 26,6/116,45º 


As correntes e tensões acima conferem, com boa aproximação, com os 
resultados do exemplo 6. 


Potência nas Cargas Trifásicas Equilibradas 


Já que a corrente é a mesma nas impedâncias de fase das cargas 
equilibradas em estrela ou em triângulo, a potência de fase é igual a um terço 
da potência total, A tensão na impedância Z, da Fig. 14-21(a) é tensão de linha 
e a corrente é corrente de fase. O ângulo entre a tensão e a corrente é o ângulo 
da impedância. A potência de fase é, então, dada por: 


Pp = V; Ip cos ọ (7) 
e a potência total é: 


Pr =3 V, Ip cos ọ (8) 


(a) (0) 


Figura 14-21 
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Como, nas cargas equilibradas em triângulo, 1, = 81 p temos: 
P, = (3 Vilp cos 4 (9) 
Na Fig. 4-21(b), as impedâncias estão ligadas em estrela, as correntes 


são correntes de linha e a tensão em Z, é tensão de fase. O ângulo entre elas é o 
ângulo da impedância. A potência de fase é, então, dada por: 


Pp=Vpl, cos 4 (10) 
e a potência total é 
Pr=3 Vp L, cos ọ QI) 
Como V, = v3 Vp 
P, = (3 V; I, cos 4 (12) 


Como as equações (9) e (12) são idênticas, a potência em qualquer 
carga trifásica equilibrada é dada por VBVyl, cos 4, onde 4 é o ângulo da 
impedância de carga ou o ângulo da impedância equivalente, na hipótese de 
serem várias cargas equilibradas, alimentadas pelo mesmo sistema. 


Os volts-ampêres totais N, 7 (potência aparente total) e a potência 
reativa total Q, foram relacionadas a P, no Capítulo 7. Assim, para uma carga 
trifásica equilibrada, a potência ativa, a potência aparente e a potência reativa 
são dadas por 


Pp =8 Vil, cos 6; Np = V3 Vil; Qr = V3 VI, sen 4 (13) 


Wattímetros e Cargas em Estrela a Quatro 
Condutores 


Um wattímetro é um instrumento com uma bobina de potencial e uma 
bobina de corrente, arranjadas de forma que sua deflexão seja proporcional a VI 
cos 4, onde 4 é o ângulo entre a tensão e a corrente. Uma carga ligada em 
estrela, a quatro condutores, exige três wattímetros com um medidor instalado 
em cada linha, como mostra a Fig. 14-22). 


t+ 


+ 


O diagre 
na fase A e adi 
respectivamente 


Wa = Vanta cos 


O watti 
lêem nas fases B 


Método dos 


A potênc 
soma das leitura 
do sua bobinas c 
As leituras dos r 


Wa 


* N.T. O índice 
correspondentes 


+ temos: 
(9) 


a, as correntes 
2 entre elas é o 


(10) 


(1) 


(12) 


tı em qualquer 
5 o ângulo da 
1a hipótese de 
ma. 


e a potência 
ara uma carga 
stência reativa 


10 (13). 


tencial e uma 
porcional a VI 
rga ligada em 
lidor instalado 
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(a) (b) 


Figura 14-22 


O diagrama de fasores da Fig. 14-22(b) admite uma corrente atrasada 
na fase A e adiantada nas fases B e C, com ângulo de fase d,, dp e do, 
respectivamente. As leituras dos wattímetros são, então: 


Wa=Vanta cos LAN Wi Vanip cos TEN Wa Voy locos Gr (aj 


O wattímetro W, lê a potência na fase A, e os wattímetros Wp e Wo 
lêem nas fases B e C, respectivamente. À potência total é: 


Pr = W; + Wg + Wo (15) 


Método dos Dois Wattímetros 


A potência total em uma carga trifásica a três condutores é obtida pela 
soma das leituras de dois wattímetros ligados em duas linhas quaisquer, estan- 
do sua bobinas de potencial ligadas à terceira linha, como mostra a Fig. 14-23. 
As leituras dos medidores são: 


Wa = Vag {a cos T e Wo = Vog le cos xB (16) 


* N.T. O índice duplo no ângulo de fase indica que o mesmo se refere à tensão e à corrente 
correspondentes. 
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Aplicando a lei de Kirchhoff para as correntes aos nós A e C da carga | 
em triângulo, tem-se: 


1, = Lp t Lo e le = Lo + Lp (17) 


A 


Figura 14-23 


Substituindo nas equações (16) os valores de I a e Lo, dados por (17), 
temos: 


Wa 


Vis lag cos L4B + Vas lac cos X48 


(18) 

£ CB CB 

Wo = Vogloa cos XGA + Venlcpeos X CB 
Os termos Vasl AB COS Agag € Voplcp COS dep ICB são facilmente identi- 
ficados como as potências nas fases AB e CB da carga. Os dois termos restantes 
contêm V4 glac € Venlca que, agora, podem ser escritos como Vilac: já que V,p 
e Vog São tensões de linha e 1 Ac = Ica. Para identificar esses dois termos, 
construímos o diagrama de fasores da Fig. 14-24, onde admitimos a corrente I "AC 

atrasada de é, em relação a Vac 


Do diag; 


Somand 
a =60º +06 


Como cc 
Vilaç (cos 
ou: Vilac 


que é a potêncis 
dois wattímetro: 
xamos ao leitor, 
uma carga ligad 


Aplicação « 
Equilibrad 


Para m 
remos as três ir 
25(a). A Fig. 14- 
admitindo-se a c 


+ 


A e C da carga 


7) 


dados por (17), 


(18) 


ilmente identi- 
rmos restantes 
Lao já que Vág 
s dois termos, 
3a corrente I AC 
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Do diagrama, escrevemos: 
IB -60 +04 e LB=-60-0 (19) 
Somando, agora, os dois termos que restaram de (18) e substituindo 
dae =60º+4 e q = 60º — 4, temos: 
Vi Iac cos (60º + 4) + V; Lig cos (60º — q) (20) 
Como cos (a + b) = cosa cos b F sen a sen b, escrevemos: 
Vilac (cos 60º cos 4 — sen 60° sen 4 + cos 60º cos ọ + sen 60º sen ¢) (21) 
ou: Vilac cos é (22) 


que é a potência na fase restante da carga, a fase AC. Verifica-se, assim, que 
dois wattímetros indicam a carga total numa carga ligada em triângulo. Dei- 
xamos ao leitor, como exercício, a aplicação do método dos dois wattímetros a 
uma carga ligada em estrela. 


Aplicação do Método dos Dois Wattímetros a Cargas 
Equilibradas 


Para mostrar a aplicação do método a cargas equilibradas, conside- 
remos as três impedâncias iguais, ligadas em estrela, mostradas na Fig. 14- 
25(a). A Fig. 14-25(b) apresenta o diagrama de fasores para a segiiência ABC, 
admitindo-se a corrente atrasada de um ângulo q. 


Figura 14-25 
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Com os wattímetros na linhas A e C, suas leituras são: 
Wa = Vania cos LAB e Wo = Voplç cos LS 23) 
Do diagrama de fasores, 
13 =30 +4 e B=- -o (24) 
Substituindo (24) em (23), tem-se: 
Wa = Vig IL, cos (30º + 0) e We = Vento cos (30º — $) (25) 


Quando o método dos dois wattímetros é usado numa carga equi- 
librada, as leituras dos wattímetros são V, I, cos (30º + 0) e Ví, cos (30º — 0), 
onde 4 é o ângulo da impedância. As duas leituras podem ser empregadas para 
a determinação do ângulo Ô. 


Como, em geral, não conhecemos a ordem relativa na segiiência, temos 
(escrevendo a expressão de Ww e usando o co-seno da soma de dois ângulos) a 
seguinte expressão: 


W, = Ví; (cos 30° cos ġ — sen 30° sen 0)* (26) 
Da mesma maneira, para W, temos: 
W, = Vil,(cos 30º cos 4 + sen 30º sen ġ)* (27) 


Assim, a soma W+W,= 3 Vil, cos 4 a diferença W, -W= Vil, 
sen þ, donde: 


W,- W, (28) 
tg 6 = 18 Rm 


Portanto, a tangente do ângulo da impedância Z é V3 vezes a relação 
entre a diferença e a soma das leituras dos dois wattímetros. Sem conhecer as 
linhas em que os medidores estão localizados, nem a segiiência do sistema, é 
impossível definir-se o sinal de 4. Entretanto, quando se conhecem a sequência 
e a localização dos medidores, o sinal pode ser determinado por uma das 
seguintes expressões com as designações exatas de cada wattímetro: 


* N. R. Por não conhecermos as linhas onde se situam os wattímetros, utilizamos as denomi- 


nações genéricas We Wo 


Sequênc 
tg O: 
Seqüênc 


tg 0: 


14.1 Mostrar que 
linha e neuti 


A Fig. 14-2 
triângulo e 
e cujo centi 


Atensão er 
tal Vp cos 3 
segue-se ql 


V, = UV 


14.2 Calcular as 
em triângulo 


B (23) 
(24) 
O" — 4) (25) 


1a carga equi- 
cos (30º — 0), 
pregadas para 


Júência, temos 
lois ângulos) a 


(26) 


(27) 
V-W =V; 


(28) 


ezes a relação 
m conhecer as 
do sistema, é 
m a seqüência 
por uma das 
tro: 


“amos as denomi- 
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14.1 


14.2 


Seqüência ABC: 
W,- W W WwW W W (29) 
2 A B B c co Wa 
T O RM e 
Seqüência CBA: 
Wp - Wa Wo - Wg Wa -Woe (30) 
een aa O e O 


Problemas Resolvidos 


Mostrar que, no sistema trifásico, a tensão de linha V, V3 vezes a tensão entre 
linha e neutro, Vp. 


Figura 14-26 


A Fig. 14-26 mostra as tensões de um sistema trifásico constituindo um 
triângulo eqüilátero, cujos lados são proporcionais às tensões de linha V, 
e cujo centro representa o ponto neutro, N. 


A tensão entre linha e neutro (tensão de fase) tem para projeção horizon- 
tal Vp cos 30° ou Vp 3/2. Como a base é a soma de duas dessas projeções, 
segue-se que: 


V, = Up 8/2) = V8Vp 


Calcular as correntes a plena carga nos enrolamentos de alternadores, ligados 
em triângulo e em estrela em regime de 25 kVA a 480 volis. 


420 
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Na ligação em estrela, a corrente é a mesma, na linha e no enrolamento. 
Num sistema trifásico equilibrado, 


N 25 x 10º 
V3V, V3 x 480 


N=53Vl e 1, = 30,1 A 


Estando o alternador ligado em triângulo, com a mesma potência apa- 
rente, as correntes de linha permanecem em 30,1 A. As correntes nos 
enrolamentos são 1, N8, ou seja, Ip = 30,13 = 17,35 A. 


Um sistema bifásico com tensão de 150 volts entre linha e neutro alimenta 
uma carga equilibrada ligada em triângulo, constituída por impedâncias de 
10/53,1' ohms. Calcular as correntes de linha e a potência total. 


Figura 14-27 


No sistema bifásico, as duas tensões entre linha e neutro* estão de- 
fasadas de 90º. Assim, se V py é tomada como referência, Van está a 90º, 

como mostra a Fig. 14-27. À tensão entre linhas * é V2 vezes a tensão 

entre linha e neutro. Assim, Vas V2 (150) = 212. As correntes de fase 1 
são: 


i Vas _ 212 /135° 


AaB Z 10/531 
y o 
PE E ER 15,0 /36,9° 


AN Z 10531 


= 21,2 /81,9° 


N. T. Também no sistema bifásico chamamos tensões de fase às tensões entre linha e neutro, 


e tensão de linha às tensões entre linhas. 


14.4 


Um sister 
equilibradi 
Determina 


Aplicam-: 
14-28. As 
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3 enrolamento. 


potência apa- 
correntes nos 


eutro alimenta 
mpedáâncias de 
al. 


tro* estão de- qra 


lay está a 90°, 
rezes a tensão 
rentes de fase | 


re linha e neutro, 


150 /0º 
= — E = 15,0/53,1º 
Z 10 /53,1º 


As correntes de linha, por aplicação da lei de Kirchhoff aos nós da carga 
ligada em triângulos, são determinadas em função das correntes de fase. 
Se admitirmos positivo o sentido dessas correntes dirigindo-se para a 
carga, temos: 


L = Ly + Lp = 15,0/869º + 21,2/81,9º = 33,5 /63,4 
E, = Lay + Ipa = 150/5381 — 21,2 /81,9° = 33,6/79,7 


Iy = Iya + Iyg! = -15,0 /36,9° — 15,0 453,1° = 21,2 /171,86° 


A potência total é obtida por meio da corrente eficaz nas impedâncias de 
carga. Assim, temos: 


Pp = Ép R = (21,26 = 2700 W 
Pan = Êy R = (15,06 = 1350 W 


Pon = Dy R = (15,06 = 1350 W 
Potência total = 5400 W 


Um sistema trifásico, ABC, a três condutores e 100 volts, alimenta uma carga 
equilibrada, ligada em triângulo, constituída por impedâncias de 20/45' ohms. 
Determinar as correntes de linha e traçar o diagrama de fasores. 


Aplicam-se as tensões de linha da sequência ABC ao circuito da Fig. 
14-28. As correntes de fase são: 


100 [120º 


20 /45° 


I = Ya so n95 
CAS a 


Vas 
Lp = z 


v 
= 50/15, Ipe = FA = 5,0 45°, 
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Le 


ê 3 
de 
100/120 SÁ 


Figura 14-28 


Para calcular as correntes de linha aplica-se a lei de Kirchhoff a cada nó 
da carga. Assim, temos: 


L = Lp + Lc = 5,0/75 — 5,0/195º = 8,66/45º 
Ip = Ip + Igo = —5,0/715º + 5,0/-45º = 8,66/-75º 


Io = La + Icy = 5,0/195º — 5,0/-45º = 8,66/165º | 


A Fig. 14-29 mostra o diagrama de fasores das correntes de fase e de 
linha. 


Figura 14-29 


14.5 Determinar as leituras dos wattimetros, quando se aplica o método dos dois 
wattímetros ao circuito do Probl. 14.4. 


14.6 


Sendo a ca 
W =V; 
onde þéo 


I, = 8,66 € 
temos: 


W, = 100( 
Wo = 100( 
A potência 


Como veri 
trifásica e« 


P=3V, 
Três imped 


CBA trifásic 
traçar o dia 


L 


Nos sister 
demos acr 
guida, apl 
amplitude 


va Vr 


ihoff a cada nó 


s de fase e de 


étodo dos dois 
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14.6 


Sendo a carga trifásica, equilibrada, a três condutores, as leituras são: 
W, = Vil, cos (80° + 4)e W, = V,I, cos (30º — 4) (1) 


onde à é o ângulo da impedância de carga. Do Probl. 144, V, = 100, 
I, = 8,66 e o ângulo da impedância de carga é 45°. Substituindo em (1), 
temos: 


W, = 100 (8,66) cos (30º + 45º) = 866 cos 75º = 224 W 
W, = 100 (8,66) cos (30º — 45º) = 866 cos (-15º) = 836 W 
A potência total é, então, Pp=W,+W,= 1060 W. 


Como verificação, podemos calcular a potência total em qualquer carga 
trifásica equilibrada por: 


P = 3 V;l, cos 6 = V3 100 (8,66) cos 45° = 1080 W 


Três impedâncias iguais de 5/-30" ohms são ligadas em estrela a um sistema 
CBA trifásico, a três condutores, 150 volts. Determinar as correntes de linha e 
traçar o diagrama de fasores. 


IL — A 


Figura 14-30 


Nos sistemas equilibrados, a três condutores, ligados em estrela, po- 
demos acrescentar o condutor neutro, como mostra Fig. 14-30. Em se- 
guida, aplicadas as tensões entre linha e neutro (tensões de fase), de 
amplitudes: 


Vin = V;/43 = 150/03 = 86,6 
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14.8 
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e seqüência CBA, as correntes de linha são: 


Van _ 86,6 -90° Ven 
Ls Neo = 17,32 60°, 1, = BN = 17,382 /60°, 
A Z 5 -30° £-80º B Z Bo 
Von S 
I = = 17,32 /180 


O diagrama de fasores da Fig. 14-31 mostra o conjunto equilibrado de 
correntes de linha, avançado de 30° (ângulo da impedância de carga) em 
relação às tensões de fase. 


Figura 14-31 


Aplicando-se o método dos dois wattímetros ao circuito do Probl. 14.6, deter- 
minar as leituras dos wattímetros. 


Sendo a carga trifásica, equilibrada, 

W, = Vyl, cos (80° + 4) = 150 (17,32) cos (30º + 30º) = 1300 W 

Wo = V,Z, cos (30º — 6) = 150 (17,82) cos (30º — ° 30º) = 2600 W 

A potência total é Pp = W, + W, = 3900 W 

Pela fórmula geral para cargas trifásicas equilibradas, a potência total é: 
P = V3 V, L, cos ọ = V3 (150) (17,32) cos (-30º) = 3900 W 


Três impedâncias iguais de 15/30° ohms são ligadas em triângulo a um 
sistema trifásico ABC, 200 volts, três condutores. Determinar as correntes de 
linha pelo método do circuito equivalente de uma linha. 


14.9 


Como a cz 
minar asi 


No circuit: 
115,5/0º, : 


Vin 
masz 


Para dete 
primeiro . 
e neutro, 
I; = 23,1/ 
e Iç = 23, 
Na ligaçã 
com as co 


O ângulo 
=13,3/50'. 
Três impe 
dâncias ic 
mesmo si! 
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Como a carga é dada em triângulo, devemos, em primeiro lugar, deter- 
minar as impedâncias da carga em estrela equivalente: 


2 l0", Zy = 2,3 = 15 /30°/3 = 5/80º 
A amplitude da tensão de fase é: 


Vin = V,/N8 = 200/43 = 115,5 


aquilibrado de 


No circuito equivalente de uma linha da Fig. 14-32, aplicando-se a tensão 
1 de carga) em 


115,5/0º, a corrente resultante é: 


Vin  115,5/0 
I = = 2 = 23,1 [-30º 
Pé 5 Bo 


L 
115,5102 5130: 
Figura 14-32 

o ço Para determinar as correntes de linha I}, Iņ} e E, devemos determinar, em 

primeiro lugar, o ângulo de fase das tensões correspondentes entre linha 

e neutro, na seqiência ABC. Como V,y tem ângulo de fase de 90”, 
W | L, = 23,1/90' — 30º = 23,1/60". Do mesmo modo, determina-se Ip = 23,1/-60'º 
o e Iç = 23,1 /180°. 

Na ligação em triângulo as correntes nas impedâncias estão relacionadas 

com as correntes de linha por 1, = (3 Ip donde Ip = 23,1/N3 = 13,8. 
itência total é: 
0 W O ângulo de V, p na sequência ABC é 120º; assim, L,, = 13,3/120º - 30º = 


=13,3/90º. Do mesmo modo, conclui-se que Inc = 13,3/80º e Ina = 13,3210'. 


14.9 Três impedâncias iguais de 10/30' ohms, ligadas em estrela, e três impe- 
dâncias iguais de 15/0º ohms, também ligadas em estrela, são ligadas a um 
mesmo sistema trifásico a três condutores, 250 volts. Calcular a potência total. 


riângulo a um 
is correntes de 


AER ra 
SENAI DR / AM i 
NÚCLEO DE INFORMAÇÃO | 

TECNOLÓGICA | 
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Sendo a te 
A Fig. 14-. 
1510º i dâncias de 
única equi 


Figura 14-33 


Já que ambas as cargas estão em estrela, suas impedâncias podem ser 
representadas, diretamente, no circuito equivalente de uma linha, como 
mostra a Fig. 14-33. A tensão aplicada no circuito equivalente de uma 
linha é: 
Vin = Vz/ y3 = 250/43 = 144,5 

} 4 / 
A corrente é, então: Za E af 


= 144,5 /0! + 144,5 /0" À corrente 
L 1080 15 /0° 


vV 

LN 

= 14,45 -30° + 9,62 /0° = 23,2 /-18,1° ; E Za 
Na fórmula da potência, P = 3 V,l, cos 4,0 ângulo da impedância de Na seqüé 
carga quando há apenas uma carga é 4. Com várias cargas no mesmo tanto, LI, 
sistema, 4 é o ângulo da impedância equivalente. No cálculo da corrente minam-se 
I, foram consideradas ambas as cargas e verificou-se que a corrente E 
A potênci. 


estava atrasada de 18,1º em relação à tensão. Assim, sabemos que a i 
impedância equivalente é indutiva e tem ângulo de 18,1°. Portanto, P=! 


P = V3 Vil, cos 4 = V3 (250) (23,2) cos 18,1° = 9530 W Ait dmsider 


14.10 Três impedâncias iguais de 12/30° ohms, ligadas em triângulo, e outras três, triangulo ; 
também iguais, e de 5/45° ohms, ligadas em estrela, são alimentadas por um Determina 
mesmo sistema trifásico ABC a três condutores, 208 volts. Calcular as correntes t V, 
de linha e a potência total. Lip = Z, 
Como a primeira carga está em triângulo, determinamos, primeiro, a 
estrela equivalente: RE V; 

BC — Z 


Zy = Z3 = 12/80º/3 = 4/30° ; 


cias podem ser 
na linha, como 
alente de uma 


impedância de 
gas no mesmo 
Ho da corrente 
jue a corrente 
abemos que a 
Portanto, 


W 
)}, e outras três, 


entadas por um 
lar as correntes 


S, primeiro, a 
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14.11 


Sendo a tensão de linha 208 volts, a tensão de fase é 208/43 ou 120 volts. 


A Fig. 14-34 mostra o circuito equivalente de uma linha. As duas impe- 
dâncias de carga são 480º e 5 /45º ohms e podem ser substituídas por uma 
única equivalente: 


Figura 14-34 


4/30" + 5/45º 


A corrente é, então: 


- ABO GAS) oo pgs 


Vin 120 /0º 
L=22=>"Í = 586/9866 
L La 224/866º 


Na segiiência ABC, a tensão V,y tem ângulo de fase de 90°; por- 
tanto, I, = 53,6/(90º — 36,6') = 53,6/53,4º. Da mesma forma deter- 
minam-se L, = 53,6/-66,6º e Iņ = 53,6/-186,6'. 


A potência total é: 
P = 3 Vl, cos 4 = V3 (208)(53,6) cos 36,6 = 15500 W 


Um sistema trifásico CBA a três condutores, 240 volts, alimenta uma carga em 
triângulo constituída por Zag = 25/90", Zec = 15/30" e Zoy = 20/0º ohms. 
Determinar as correntes de linha e a potência total. 


Vas _ 240 /240' 


pes = 9,6 /150º 
AB Zap  25/90º 

Vac 240 w 
Lin = p = E = 16,0 30° 
BC Zec 15/880 
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: 
-ca _ 240/120" _ 12,0 /120° 


I = 
CA Zea 20 OM 


No circuito da Fig. 14.35, as tensões de linha da segiiência CBA são 
aplicadas à carga em triângulo. O diagrama mostra as correntes de fase 
escolhidas. Então: 


Ia 

X i: 
240/240" ` 
Y 

151307 

B a 
20/120º] |2400: a 

c 


Figura 14-35 


Calculam-se, então, as correntes de linha em função das correntes de 
fase. 


L = Lag + Lc = 9,6/150° — 12/120" = 6,06/247,7º 
Iz = Ipa + Ipc = — 9,6/150º + 16/-30' = 25,6/-30º 


To = Toa + Teg = 12/120º — 16/-30° = 27,1/137,2º 


Como era de esperar, por ser a carga desequilibrada, as correntes de linha 
são desiguais. 


Cálculo da potência em cada fase: 


Impedância Zag = 25/90º = 0 + j25 ohms, R,n = 0 e Lig = 9.6 A. Então, 
Pas PR = (9,6)40) = 0 


Impedância Zpc = 15/30" = 13 + j7,5 ohms, Rpc = 13 ohms e Ipo = 16 A. 
Então, Pao = Lro Rpg = (182(13) = 3330 W 


Impedância Za, = 20/0º = 20 + j0 ohms, Rca = 20 ohms e Io; = 12 A. 
Então, Pp, = Ea Rea = (1220) = 2880 W 


A potência total é a soma das potências nas três fases, ou seja: 


Po=Papt 


14.12 Determinar 
wattímetros 
B, (b) nas li 


(a) Com os 


DW,=' 
Do Probl. : 
é o ângulo 
W, = 240 
Ainda do : 
substituin: 
Wp = 240 
A potência 
(b) Com os 
(3) Wa =" 
Do Probl. 3 
tuindo em 
Wa = 240 
Também V 
em (4): 

Wo = 240 
A potência 


14.13 Um sistema 
em estrela, 
correntes de 


ência CBA são 
rrentes de fase 


ıs correntes de 


rentes de linha 


= 9,6 A. Então, 


is e Ipo = 16 A. 


s e Ioa = 12 A. 


seja: 
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Pr=P4p + Pgo + Pos = 0 + 3330 + 2880 = 6210 W 


14.12 Determinar as leituras dos wattímetros, ao se empregar o método dos dois 


wattímetros no circuito do Probl. 14.11, estando os medidores (a) nas linhas A e 
B, (b) nas linhas A e C. 


(a) Com os wattímetros nas linhas A e B, 

OD Wa = Vacla cos ae (2) Wo = Voclp cos JE 

Do Probl. 14.11, Vįç = 240/-60º e I 4 = 6,06/247,7'. Então, o ângulo Daca 
é o ângulo entre 247,7º e —60°, ou 52,3°. Substituindo em (1): 

W, = 240(6,06) cos 52,3º = 890 W 


Ainda do Probl. 14.11, Vac = 240/0º e Ig = 25,6/-30º. Então, 4 = 30º; 
substituindo em (2): 

Wp = 240(25,6) cos 30° = 5320 W 

A potência total Pp = W} + W, = 890 + 5320 = 6210 W 

(b) Com os wattímetros nas linhas 4 e C, 

(3) W, = Vig l4 cos L42 (4) Wo = Vogo cos X S 

Do Probl. 14.11, V,p = 240/240". Como I A = 6,06/247,7°, O = 7,T°. Substi- 
tuindo em (3): 

Wa = 240(6,06) cos 7,7º = 1440 W 

Também Vog = 240/180" e Io = 27,1/137,2º, donde q = 42,8". Substituindo 
em (4): 

Wo = 240(27,1) cos 42,8º = 4770 W 


A potência total Pp= W} + Wo = 1440 + 4770 = 6210 W. 


14.13 Um sistema ABC trifásico a quatro condutores, 208 volts, alimenta uma carga 


em estrela, onde Z, = 10/0', Zę = 15/30: e Zç = 10/-30" ohms. Determinar as 
correntes de linha, a corrente do neutro e a potência total. 
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100° 
10/-30º 


120/-150º 


Figura 14-36 


No circuito da Fig. 14-36, aplicam-se as tensões entre linha e neutro na 
sequência ABC e calculam-se as correntes de linha, supondo positivo o 
sentido que se dirige para a carga. 


L, = Vn'Z, = (120/90/(10/0") = 12/90º 
Ip = Vpn'Zp = (120/-80")/(15/80º) = 8/-60º 
Ie = Von'Zc = (120/-150)/(10/-30") = 12/-120º 


O condutor neutro contém o fasor soma das correntes de linha. Sendo 
positivo o sentido que se dirige para a carga, temos: 


Iy= - (L + Ip + Ip) = —(12/90º + 8/60" + 12/-120°) = 5,69/69,4º 


A corrente I} = 12/90º ampères circula na impedância Z, = 10 + j0 ohms; 
a potência nessa fase da carga é P, = (12) 10 = 1440 W. I; = 8/-60º 
ampères circula em Z, = 15/30º = 13 + 77,5 ohms; a potência nessa fase é 
Pp = (8}13 = 832 W. Assim, também, I= 124120" circula em Zo = 10530'= 
= 8,66 — j5 ohms e Po = (12)28,66 = 1247 W. 


A potência total é: 
Pp=P; + Pg + Po = 1440 + 832 + 1247 = 3519 W. 


14.14 As impedâncias de carga do Probl. 14.13 são ligadas a um sistema trifásico 


ABC, a três condutores e 208 volts. Determinar as correntes de linha e as 
tensões nas impedâncias de carga. 


O circuite 
Escolhida 
matricial 


10 0° + 
z5 
onde: 


521 


L = 
1367, 


37% 
L = 
367, 


Partindo : 
correntes 


L=1,=1 
L,=1,-I 
I,=-L = 
As tensõe 
Vao = 12 


Vro = 1,2 


ha e neutro na 
ando positivo o 


e linha. Sendo 


19/69,4º 


= 10 +70 ohms; 
W. Ip = 8/-60" 


Na nessa fase é 


n Zo = 10/30'= 


sistema trifásico 
s de linha e as 
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208| 120° 


Figura 14-37 


O circuito da Fig. 14-37 mostra as duas tensões de linha V,p e Vgc- 
Escolhidas as correntes de malha I, e L,, como mostra a figura, a forma 
matricial das equações respectivas fica: 


10/0º + 15/30º -15 80º IL | _ |208 /120° 
-15 /30º 15 80º + 10 430 || 208 /0° 


onde: 


n SAO AE is mel: 
367,5 /3,9º 


3730 /56,6º 
= SELO = 10,15 /52,7º 
2 367,5/8,9º 


Partindo de I, e L, e com o sentido positivo dirigindo-se para a carga, as 
correntes de linha são: 


L, = Ļ = 14,15/86,1º 
I; = L - Ļ = 10,15/52,7º — 14,15/86,1° = 8,0/-49,5º 
Iç =- Ļ = 10,15⁄52,T° — 180°) = 10,15/-127,3º 


As tensões nas impedâncias de carga são, então: 
Vio = Z = 14,15/86,1º (10/0°) = 141,5/86,1° 
Vzo = IgZg = 8,0-49,5º (15/30°) = 120/-19,5º 
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Veo = IçZç= 10,15/-127,3º (10/-30") = 101,5/-157,3º = 101,5/202,7º Portanto: 1 
Representadas essas três tensões, obtém-se o triângulo da segiiência As tensões 
ABC, unindo-se as extremidades dos fasores por meio de linhas e retas. A tensões co 
Fig. 14-38 mostra como se pode acrescentar o ponto N. camento d 
Vao = Van 
Vo = Ven 
Vco= Von 
Para obte 
pelas resp 
L = VaoY 
Figura 14-38 | Ip =VhoX 
14.15 Repetir a solução do Probl. 14.14 empregando o método do deslocamento do Ic =VooY 
neutro. 
Os result: 
No método do deslocamento do neutro a tensão Voy é calculada pela problema 
fórmula: | 
14.16 Empreganc 
Vanta + Vante + Vento leituras obi 
= triângulo, £ 
oD Y, +t Y, +t Yo riāngu 
Para carg 
Do Probl. 14.14, Y, = 1/10 = 0,1, Y} = 1⁄15/30°) = 0,0577 — j0,033 e Y= 
= 1(10/-30º) = 0,0866 + 70,050. Então, tg d = É 
Ya + Y; + Yo = 0,244 + j0,0167 = 0,244/3,93 ndes E 
e V nY, = 120/90º (0,1) = 12/90º = j12 sequência 
A potênci 
Vante = 120/-30º (0,0667/-30") = 8,0/-60" = 4,0 — ;6,93 5 
Vycc = 120/-150º (0,1/30°) = 12/-120º = — 6,0 — ;10,4 I= RE 


Vanta + Voy Yg + VycYc = -2,0 5,33 = 5,69/249,4º 


1,5/202,7º 


ı da segiiência 
nhas e retas. A 


eslocamento do 


calculada pela 


-j0,033 e Y,= 
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14.16 


Portanto: Voy = (5,69/249,4º/(0,244/3,98º) = 23,3/245,5° = -9,66 — J21,2 


As tensões nas impedâncias de carga podem ser expressas em função das 
tensões correspondentes entre linha e neutro e da tensão de deslo- 
camento do neutro. Assim, 


Vao = Vay + Vyo = 120/90º + (9,66 + j21,2) = 141,2/86,08° 
Vao= Van + Vyo = 120430" + (9,66 + j21,2) = 120/-18,9º 


Voo = Voy + Vyo = 1204-150" + (9,66 + j21,2) = 102/202,4º 


Para obter as correntes de linha, tomam-se os produtos dessas tensões 
pelas respectivas admitâncias 


L, = VioY, = 141,2/86,08%0,1/0°) = 14,12/86,08° 
I; = VpoYp = 120/-18,9'(0,0667/-30") = 8,0/-48,9º 
Ic = VcoYc = 102/202,4°(0,1/30°) = 10,2/282,4º ou 10,2/-127,6º 


Os resultados acima são bastante próximos dos resultados obtidos no 
problema anterior. 


Empregando-se o método dos dois wattímetros em uma carga equilibrada, as 
leituras obtidas são 1154 e 577 watts. Determinar as impedâncias da carga em 
triângulo, supondo de 100 volts a tensão do sistema. 


Para cargas trifásicas equilibradas, temos: 


misr On apaa 


E 
W, + W, nisso SAR 


donde 4 = + 30º. (Usamos o duplo sinal, porque, sem que se conheçam a 
sequência e a localização dos medidores, o sinal fica indeterminado.) 


A potência total P = 3 Vil, cos ġe 


fisco P s 1,731 
L 3 V, cos ọ V3 (100) (0,866) 


= 11,55 ampères 
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11,55[430º 
57,710º 


Figura 14-39 


A Fig. 14-39 mostra o circuito equivalente de uma linha, onde está 
aplicada a tensão 100//3 /0º = 57,7 /0º. A impedância da carga em es- 
trela é: 


vV 5770 
I 11,55/430º 


Zy = 


5,0 / 30º 
e 
Z, = 32, = 15 430º 


14.17 Aplicando-se o método dos dois wattímetros a um sistema trifásico a três condu- 
tores, 100 volts, sequência ABC, tem-se Wg = 836 watts e Wp = 224 watts, 
estando os medidores nas linhas Be C. Determinar as impedâncias da carga em 
triângulo. 


Sendo dadas a sequência e a localização dos medidores, fica definido o 
sinal de 4. Assim, temos: 

Wg- Wo 836 — 294 ; 
KA e Ca a Udo 


Como 


E = P 1060 a 
PENE T ed V, cos $ ~ 3 G000,707) — “86. 


A tensão no circuito equivalente de uma linha vem, pois, a ser 57,7/0° e a 
impedância da estrela Zy = VA = (57,7/09⁄8,66/—45°) = 6,67/ 45°. A 
impedância pedida do triângulo é Z, = 3Z, = 20/45: 


14.18 Uma unidad 
e um motor 
alimentados 
minar a amE 


Sendo 1 H 
entrada dc 


O motor é 
P = 43 V, 
4662 = VE 


No circuit: 
em relaçã 


é, então I, 
Para a ca 
tuindo: 15 


A corrente 
de aquecir 


I, = 15,25 


* N.T. No Brasi 
63.233 de 12/9 
volvida quande 
do, valendo 73! 


ha, onde está 
a carga em es- 


co a três condu- 
Vo = 224 watts, 
ias da carga em 


fica definido o 


7 = 8,66. 


ser 57,7/0' ea 
= 6,67/45'. A 
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14.18 Uma unidade trifásica de aquecimento de 1500 watts, fator de potência unitário 
e um motor de indução de 5 HP*, rendimento 80% e fator de potência 0,85, são 
alimentados pelo mesmo sistema trifásico a três condutores, 208 volts. Deter- 
minar a amplitude da corrente de linha para regime normal do motor de indução. 


ne 
Corrente de linha | | 


12010" 


Carga Carga 
aquecedora de motor 


Figura 14-40 


| Sendo 1 HP = 746 watts*, a saída do motor é 746 x 5 = 3730 watts. A 
! entrada do motor é, então, 3730/0,80 = 4662 watts. 


O motor é uma carga trifásica equilibrada. Então, temos: 
P=v3 V,l, cos 4; donde: 
' 4662 = V3(208 1,) (0.85); 1, = 15,25 ampères 


No circuito equivalente de uma linha o fasor corrente está atrasado de q 
em relação à tensão; à = arc cos 0,85 = 31,7". A corrente de linha do motor 


é, então I, = 15,25/-91,7'. 
i Para a carga de aquecimento, P = V3 Vil, cos ġ, onde 4 = 0°. Substi- 
tuindo: 1500 = V3 (208), 1, = 4,16 e I, = 4,16 /0°. 


A corrente total de linha é o fasor soma das correntes do motor e da carga 
de aquecimento: 


I, = 15,25/81,7º + 4,16/0º = 18,9/-25,1º 


* N.T. No Brasil, segundo o Quadro Geral das Unidades de Medida aprovado pelo Decreto nº 
63.233 de 12/9/1968, a unidade de potência é o cavalo-vapor (cv), que é a potência desen- 
volvida quando se produz um trabalho igual a 75 quilogramas-força-metros em cada segun- 
i do, valendo 735,5 W, arredondados para 736 W. 
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A corrente em cada linha será, então, 18,9 ampêres, em regime normal do 
motor. 


14.19 Três impedâncias iguais de 30/30" ohms são ligadas em triângulo a um sistema 
trifásico a três condutores, 208 volts, por condutores cujas impedâncias são 
0,8 + /0,6. Determinar a amplitude da tensão de linha na carga. 


Vis ER 14.20 Determinar 
0,8 + J0,6 paralelo cor 
A | ý : B A 
MMA — 000 | 


120 [0° 10 [30° Vic 
1 ? 
Figura 14-41 
= 


A Fig. 14-41 mostra o circuito com a impedância equivalente em estrela 
igual a 1/3 Z, ou 10/30º ohms. A impedância da linha está em série com a 


carga e, portanto: No circuite 
carga 10/3 
Zez = Dinha! Zearga = 0,8 +J0,6 + 8,66 +75,0 = 9,46 + j5,6 = 11,0 /30,6 ea 108 
; 1 
$ Zoan 
P 

Então, temos: I, = o = 120 /0' - = 10,9 + 30,6'. (8,6€ 
q 11,0 80,6 Assim, Zp 
A tensão na carga é Vga = 1, Zcarga = 10,9/-30,6'(10/80") = 109/-0,6º. Zn 
À tensão de linha pedida é: j A oriente 

V, = V3 (109) = 189 
I a Ap a 

Assim, a tensão de 208 volts do sistema caiu para 189 volts na carga, L Zoa 

devido à impedância das linhas. | POr 
e a tensão 

A Fig. 14-42 mostra o diagrama de fasores com a queda na linha 

Vag = E Zinha = (10,9430,6°) x (0,8 + j0,6) = 10,9/6,3º e Vag = Vap + Vac X Vga = 42; 


zime normal do 


do a um sistema 
npedâncias são 


mte em estrela 


em série com a 


| = 11,0 /30,6° 


109/-0,6º. 


volts na carga, 


1eda na linha 


a= Vagt Vea 
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6 0,6" “LIXO -LR 
A 
L 30,6 B -IZo 


L 


Figura 14-42 


14.20 Determinar a tensão de linha, na carga do Probl. 14.19, depois de se ligar em 
paralelo com essa carga um conjunto de capacitores de reatância —j20. 


ame V 


AB 
08 + j06 


No circuito equivalente de uma linha da Fig. 14-43, a reatância 20 e a 
carga 10/30" estão em paralelo e, portanto: 


Z - 1080 (720) 
PÉ (8,66 + j5) — j20 


= 11,55/0º 


Assim, Zp está em série com as impedâncias de linha, de modo que: 
Za = Zinha + Zp = (0,8 + j0,6) + (11,55 /0°) = 12,35 /2,78 
A corrente de linha é: 


POR ASR EP 
L La 12,35 /2,78° 


e a tensão na carga é: 


Veg = 1,Zp = (9,73/-2,78º) (11,55/0º) = 112/-2,78º 


= 9,73/2,718º 
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A tensão de linha correspondente é V, = 3 (112) = 194 volts. 


Conforme foi mostrado no Capítulo 7, o fator de potência fica melhorado 
quando se acrescentam capacitores em paralelo com a carga. Isso acar- 
reta uma redução na queda de tensão na linha. Assim, neste problema a 
tensão de 208 volts do sistema caiu para 194 volts e não para 189 volts, 
como no Probl. 14.19. 


Problemas Propostos 


Três impedâncias iguais de 10/53,1º ohms são ligadas em triângulo a um 
sistema CBA trifásico, a três condutores, 240 volts. Calcular as correntes de 
linha. 


Resp.: 41,6/-143,1'; 41,6/-293,1' e 41,6/06,9'. 


Três impedâncias de 15,9/70" ohms são ligadas em triângulo a um sistema CBA 
trifásico, a três condutores, 100 volts. Determinar as correntes de linha e a 
potência total. 

Resp.: 10,9/-160º; 10,9/-40"; 10,9/80º; 646 watts. 


Três impedâncias de 42/35" ohms são ligadas em triângulo a um sistema ABC 
trifásico, a três condutores, 350 volts. Determinar as correntes de linha e a 
potência total. 

Resp.: 14,4/125"; 14,4/5"; 14,4/-115"; 7130 watts. 


Uma carga equilibrada em estrela com impedância de 6/45' ohms é ligada a um 
sistema CBA trifásico, a quatro condutores, 208 volts. Determinar as correntes 
de linha, incluindo o neutro. 


Resp.: 20/-135"; 20/15"; 20/105"; 0. 


Uma carga equilibrada em estrela com impedâncias de 65/-20º ohms é ligada a 
um sistema CBA trifásico a três condutores, 480 volts. Determinar as correntes 
de linha e a potência total. 

Resp.: 4,26/-70'; 4,26/50; 4,26/170º; 3320 watts. 


Um motor de indução de 50 HP com rendimento de 85%, a plena carga, e fator 
de potência de 0,80 é ligado a um sistema trifásico de 480 volts. Determinar as 
impedâncias da estrela equivalente que pode substituí-lo. 

Resp.: 4,2/36,9". 


Um motor de indução trifásico de 25 HP, com rendimento de 82%, a plena carga, 
e fator de potência de 0,75 é ligado a um sistema de 208 volts. Determinar as 
impedâncias do triângulo equivalente que pode substituí-lo e achar as leituras 


obtidas pel 
Resp.: 4,28 


14.28 Três impec 
5/45" ohm: 
condutores 
total. 
Resp.: 119. 


14.29 Uma carga 
carga equil 
um sistemé 
de linha e i 
Resp.: 25; 


14.30 Um sistem 
com impec 
impedânci: 
tude da co 
Resp.: 24€ 


14.31 Duas carg 
ohms, rest 

-a potência 
Resp.: 16$ 


14.32 Um sisten 
equilibrad: 
ligadas er 
três impec 
da imped 
quando sé 
Resp.: 18, 


14.33 As leitura 
120 volts 
da carga + 
Resp.: 16 


14.34 As leitura 
173,2 volt 
cias da ci 
Resp.: 10 


lts. 


fica melhorado 
arga. Isso acar- 
sste problema a 
para 189 volts, 


triângulo a um 
as correntes de 


um sistema CBA 
es de linha e a 


um sistema ABC 
es de linha e a 


ns é ligada a um 
nar as correntes 


ohms é ligada a 
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3. Determinar as 
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14.28 


14.29 


14.30 


14.31 


14.32 


14.33 


obtidas pelo método dos dois wattimetros. 
Resp.: 4,28/41 4º: 5,58 kW; 17,15 kW. 


Três impedâncias iguais de 9/-30º ohms em triângulo e três impedâncias de 
5/45" ohms, em estrela, são ligadas ao mesmo sistema ABC trifásico, a três 
condutores, 480 volts. Determinar a amplitude da corrente de linha e a potência 
total. 

Resp.: 119,2 A; 99 kW. 


Uma carga equilibrada em triângulo com impedâncias de 27/-25º ohms e uma 
carga equilibrada em estrela, com impedâncias de 10/-30º ohms, são ligadas a 
um sistema ABC trifásico, a três condutores, 208 volts. Determinar as correntes 
de linha e a potência em cada carga. 

Resp.: 25,3/117,4º; 25,3/-2,6'; 25,3/-122,6º; 4340 W e 3740W. 


Um sistema trifásico a 100 volts alimenta uma carga equilibrada em triângulo 
com impedâncias de 10/-36,9º ohms e uma carga equilibrada em estrela, com 
impedâncias de 5/53,1º ohms. Determinar a potência em cada carga e a ampli- 
tude da corrente de linha total. 

Resp.: 2400 W; 1200 W; 20,8 A. 


Duas cargas equilibradas em triângulo, com impedâncias de 20/-60" e 18/45" 
ohms, respectivamente, são ligadas a um sistema trifásico de 150 volts. Calcular 
a potência em cada carga. 

Resp.: 1690 W; 2650 W. 


Um sistema CBA trifásico, a três condutores, 173,2 volts, alimenta três cargas 
equilibradas, constituídas como se segue: três impedâncias de 10/0 ohms, 
ligadas em estrela, três impedâncias de 24/90° ohms, ligadas em triângulo, e 
três impedâncias iguais desconhecidas, ligadas em triângulo. Determinar o valor 
da impedância desconhecida, sabendo que a corrente na linha A, positiva 
quando se dirige para a carga, é igual a 32,7/-138,1º ampères. 

Resp.: 18/45'. 


As leituras dos wattímetros colocados nas linhas A e B de um sistema CBA de 
120 volts são, respectivamente, 1500 e 500 watts. Determinar as impedâncias 
da carga equilibrada ligada em triângulo. 

Resp.: 16,3/41. 


14.34 As leituras dos wattímetros colocados nas linhas A e B de um sistema ABC de 


173,2 volts são, respectivamente, —301 e + 1327 watts. Determinar as impedân- 
cias da carga equilibrada, ligada em estrela. 


Resp.: 10/-70º. 
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14.35 Determinar as leituras de dois wattímetros usados num sistema trifásico de 240 
volts sendo de 20/80" ohms a carga equilibrada, ligada em triângulo. 
Resp.:—1710 watts; 3210 watts. 


14.36 Em um sistema CBA, trifásico, de 173,2 volts, que alimenta uma carga equilibra- 
da, os wattímetros estão ligados às linhas Be C. Sendo, = 32,7/-41,9º ampères 
a corrente de linha, determinar as leituras dos waitímetros. 
Resp.: 1170 watts; 5370 watts. 


14.37 Um sistema CBA de 100 volts alimenta uma carga equilibrada e possui wattíme- 
tros ligados às linhas A e B. Determinar as leituras dos mesmos, sabendo que a 
corrente na linha B é |, = 10,9/-40º ampères. 

Resp.: 189 watts; 835 watts. 


14.38 Uma carga em triângulo, com Z,g = 10/30", Zac = 25/0º e Zoa = 20/-30º ohms, 
está ligada a um sistema trifásico ABC, a três condutores, 500 volts. Calcular as 
correntes de linha e a potência total. ` 
Resp.: 75/90" A; 53,9 [-68,2º A; 32/231,3° A; 42,4 kW. 


14.39 Um sistema ABC trifásico, a três condutores, 208 volts, alimenta uma carga 
ligada em triângulo, onde Z,g = 5/0", Zgo = 4/30" e Zoa = 6/-15" ohms. 
Determinar as correntes de linha e as leituras dos wattímetros nas linhas A e C. 
Resp.: 70,5/99,65" A; 90,5/-43,3' A; 54,6/187,9º A; 13,7 kW e 11,25 kW. 


14.40 Uma carga em estrela, com Z, = 3 +/0,Z,=2 +36 Zc=2-jl ohms, está ligada 
a um sistema CBA trifásico, de 100 volts, a quatro condutores. Determinar as 
correntes de linha e no neutro, supondo positivo o sentido que se dirige para a 
carga. 


Resp.: 19,25/-90' A; 16/-26,3' A; 25,8/176,6' Ae 27,3/63,3 A. 


14.41 Uma carga em estrela, com Z, = 12/45", Za = 10/30° e Zç = 8/0º ohms, está 
ligada a um sistema de 208 volts, a quatro condutores. Calcular a potência total. 
Resp.: 3898 watts. 


14.42 Em um sistema ABC trifásico de 220 volts a três condutores, as correntes de 
linha são l4 = 43,5/116,6°, | = 43,3448" e ic = 11,39/218° ampères. Determinar 
as leituras de pares de wattímetros colocados nas linhas (a) A e B, (b) Be C, (c) 
Aec. 
Resp.: (a) 5270 W, 6370 W; (b) 9310 W, 2330 W; (c) 9550 W, 1980 W. 


14.43 As correntes de linha em um sistema ABC trifásico a três condutores e 440 volts 
são l4 = 19,72/90", |, = 57,3/-9,9º e Io = 57,3/-189,9' ampères. Determinar as 
leituras de pares de wattímetros colocados nas linhas (a) Ae B, (b) Be C. 
Resp.: (a) 7,52 kW, 24,8 kW; (b) 16,15 kW, 16,15 kW. 
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14.44 O diagrama de fasores da Fig. 14-44 apresenta as correntes de linha e as 
tensões de fase de um sistema ABC trifásico, a três condutores, 346 volts. 
Sendo 10 ampères a amplitude da corrente de linha, calcular a impedância da 
carga, suposta em estrela. 

Resp.: 20/90' ohms. 


Figura 14-44 


14.45 O circuito da Fig. 14-45 indica uma impedância infinita (circuito aberto) na fase B 
da carga ligada em estrela. Determinar o fasor tensão Vog, sendo a sequência 
ABC e o sistema de 208 volts. 


Resp.: 284150. 


A 
-7100 
f o 100 
B———sB 
c 


Figura 14-45 


14.46 Um alternador trifásico de 440 volts, ligado em estrela, tem um limite de 35 
ampères por bobina. (a) Qual é o regime da máquina em kVA? (b) Se o 
alternador fornece corrente de linha de 20 ampères com fator de potência de 
0,65, quantos KVA por fase fornece a máquina? 

Resp.: 26,6 KVA; 5,08 kVA. 


14.47 No diagrama de fasores da Fig. 14-46, as correntes de linha são equilibradas e 
têm amplitude de 10 ampères e a tensão de linha é 120 volts. Determinar a 
potência total correspondente e os volts-ampéres totais. 

Resp.: 1,47 kW; 208 kVA. 
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Figura 14-46 


14.48 Uma carga em estrela, com Z, = 10/0º, Z; = 10/60' e Zç = 10/-60" ohms, está 


14.49 


14.50 


14.51 


14.52 


14.53 


ligada a um sistema ABC trifásico a três condutores e 200 volts. Determinar as 
tensões Vo Vso € Vco nas impedâncias da carga. 


Resp.: 173/90", 100/0", 100/180' volts. 


Uma carga em estrela, com Z, = 10/-60", Z, = 10/0° e Zo = 10/60" ohms, está 
ligada a um sistema CBA trifásico, a três condutores e 208 volts. Calcular as 
tensões nas impedâncias da carga. 
Resp.: 208/-120'; 0,208/180' volts. 


Um sistema ABC trifásico, de 480 volts, alimenta uma carga em estrela, com 
Z, = 10/",Z,= 5 [30º e Zo = 5/30" ohms. Determinar as leituras de waitímetros 
nas linhas A e B. ` 

Resp.: 8,92 kW; 29,6 kW. 


Um sistema CBA trifásico, de 100 volts, alimenta uma carga em estrela em que 
Z, = 3 + Ď, Zg = 2 + B e Zo = 2- j1 ohms. Determinar as tensões nas 
impedâncias da carga. 


Resp.: 31 6/67,9"; B4,3/42,7'; 68,6/1 23,8" volts. 


Três impedâncias idênticas de 15/60'-ohms estão ligadas em estrela a um 
sistema trifásico de 240 volts, a três condutores. As impedâncias das linhas 
entre a fonte e a carga são de 2 + ji ohms. Determinar a amplitude da tensão de 
linha na carga. 

Resp.: 213 volts. 


Repetir o Probl. 14.52 para impedâncias idênticas de 15/-60º ohms, ligadas em 
estreias, e comparar os resultados, traçando os diagramas dos fasores tensão. 
Resp.: 235 volts. 
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| l Capítulo 15 


caa ANÁLISE DE FORMAS 
Bos DE ONDAS PELO MÉTODO 
DE FOURIER 


Introdução 


Nos circuitos examinados até aqui, consideramos a resposta, em re- 
gime estacionário, a excitações constantes ou de forma senoidal. Nesses casos, 
uma expressão simples descrevia as funções excitadoras para qualquer valor do 
tempo, isto é, v = constante para CC ev = V aax Sen wt para CA para qualquer t, 
como mostram as Figs. 15-1(a) e (b). 


Certas formas de ondas periódicas, das quais a dente-de-serra da Fig. 
15-1(c) é um exemplo, só podem ser descritas por uma função simples dentro de 
um intervalo. Assim, a dente-de-serra é expressa por f(t) = (V/Tt no intervalo O 
<t<Te por f(t) = (VIT) — T) no intervalo T < t < 27. Embora tais expressões 
descrevam satisfatoriamente a forma de onda, não permitem a determinação 
da resposta do circuito. Entretanto, se uma função periódica puder ser expressa 
como a soma de um número finito ou infinito de funções senoidais, as respostas 
de estruturas lineares a excitações não-senoidais poderão ser determinadas por 
aplicação do teorema da superposição. O método de Fourier fornece o meio de se 
resolver esse tipo de problema. 
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(a) 


Figura 15-1 


Série Trigonométrica de Fourier 


Toda forma de onda periódica, isto é, para a qual f(t) = f(t + T), pode ser 
expressa por uma série de Fourier, desde que: 


(1) sendo descontínua, haja um número finito de descontinuidades, no 
período T; 


(2) tenha um valor médio finito, no período T; 
(3) tenha um número finito de máximos positivos e negativos. 


Satisfeitas essas condições, chamadas condições de Dirichlet, existe a 
série de Fourier, que pode ser escrita, na forma trigonométrica: 


1 E 
TO = 9% + a, cos qt + a, cos 2wt + a, cos Jal +... 


+ b, sen ot + b, sen 20t + b, sen Sat +... (1) 
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Os coeficientes de Fourier, o's e b’s, são determinados, para uma dada 
forma de onda, pelo cálculo de integrais. Obtém-se a integral para os coefi- 
cientes co-senoidais multiplicando ambos os membros de (1) por cos not e 
integrando para todo o período. O período da fundamental, 27/%, é o período da 
série, já que a fregiiência de cada termo da série é um múltiplo da fundamental. 


T/O 
f fŒ) cos not dt = 
0 


a1 27/0 
À, ne] a, cos mt cos not dt +... 
o 2 0 


pe o E (O) 


a, cos? not dt +... + b, sen qt cos not dt 


+ 


T/ O 
+ f bo sen 2wt cos not dt +... (2) 
0 


As integrais definidas do segundo membro de (2) são todas nulas, com 
A 27/0 2 T A 
exceção de + a, cos” not dt que tem para valor ala Então: 
0 


É 20/0 2 T 
a => fŒ) cos not dt = $; Í fŒ cos not dt (3) 
T o To 


Multiplicando (1) por sen not e integrando como acima, obtém-se a 
integral dos coeficientes senoidais. Assim: 


20/0 2 T l 
b => ft) sen not dt = — f ft) sen not dt (4) 
0 Ed 


Outra forma dessas integrais com a variável œt e o período corres- 
pondente de 27 radianos é: 


1 7 


ae ft) cos not dlot) (5) 
T -o 


IT 
b = E! fi Ff(t) sen not d(mt) (6) 
Teo 
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Os limites de integração devem incluir um período completo, mas não 
precisam ser 0 a T ou de 0 a 2x. A integração pode ser feita entre —T/2e T/2, -n 
e + T, ou qualquer outro período completo que simplifique a operação. A cons- 
tante q, é obtida de (3) ou (5), para n = 0; entretanto, como 5 a é o valor médio 
da função, pode-se determiná-la, muitas vezes, por simples inspeção da forma 
de onda. À série com os coeficientes obtidos pelas integrais descritas converge 
uniformemente para a função em todos os pontos contínuos e converge para o 
valor médio nos pontos de descontinuidade. 


Exemplo 1 Determinar a série de Fourier para a forma de onda mos- 
trada na Fig. 15-2. 


2x 47 


Figura 15-2 


A forma de onda é contínua para O < œt < 27 e dada por f(t) = (10/2mwt, 
com descontinuidades em wt = n2x, onde n = 0, 1,2,... As condições de 
Dirichlet são satisfeitas e os coeficientes de Fourier são calculados por 
intermédio de (5) e (6). O valor médio da função é 5, por inspeção, e 


portanto, 1 ā = 5. Pela equação (5), então: 


Ee 


TE 
a, = 10 œt cos not d(wt) = 10 or sen not + = cos not 
T tg |27 2n“ n n o 


aa (cos n2nx — cos 0) = O para qualquer valor inteiro de n. 
nin 


A série não contém termos co-senoidais. Empregando a equação (6), 
obtemos 
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Empregando esses coeficientes dos termos senoidais e o termo médio, a 


série fica 
10 10 10 10 & sen not 
H)=5-— senot- so sen2ut — qrsendot-... = 5-— X 7 


n=1 


Os termos senoidais e co-senoidais da mesma freqüência podem ser 
combinados em um único termo senoidal ou co-senoidal com um ângulo de fase. 
Resultam, assim, duas alternativas para a forma da série trigonométrica: 


ft) = T + >y C, cos (nwt — 6,) (7) 
e 
ft) = ia + > C, sen (not + 4,) (8) 


onde C, = Va? + b2, 0, = arctg (b,/0,))e6, = arc tg (a,/b,). Em (7) e (8) C, 
é a amplitude do harmônico e os ângulos de fase do harmônico são 0, ou 4,. 


Série Exponencial de Fourier 


Se cada um dos termos em seno e co-seno da série trigonométrica for 
expresso na sua forma exponencial, obtém-se uma série de termos exponenciais: 


a jot -jat PANA —j20wt 
CEE ETAN e Jem e | 


ot _ pjat PD 
Pucca [Rh q qua (9) 


2j 


Reagrupando, temos: 


fO Egito E [3 Es de + B E et 
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a bi jot 22 bz PATA 
ra, [eua + proa +... (10) 
Definiremos, agora, uma nova constante complexa A, tal que: 


1 1 ; 1 ; 
A = 9% An = md) A, = 90 tb) UM) 
e reescreveremos (10) como: 
fO=[..+ AML A IM LA, + A It 4 A oo 4 | 2 


Para obter as integrais dos coeficientes A, multiplicam-se ambos os 
membros de (12) por e* e integra-se no intervalo de um período completo: 


Ar ; 27 A ; 
; FO er dot) =... + À A, CM eino dlt) 


PK i 2T f 
+ A ee Amt) + A e” d(gt) + 
0 0 


s PE z ; (3) 
Aperta) +... +] A Min dar) +... 
0 0 


Todas as integrais definidas do segundo membro são nulas, exceto 


Ar 21 
E 1 ; 
Sna not 
S A, d(wt), que tem o valor 21A,. Assim, A, 2x do fOe d(wt) ou, com 
t como variável: A = — if Ff) er dt (14) 


Do mesmo modo que no cálculo das integrais de a, e b,, os limites de 
integração em (14) devem abranger um período completo que seja conveniente, 
não necessariamente 0 a 2x ou Oa T. 


Os coeficientes da série trigonométrica são obtidos a partir dos coefi- 
cientes da série exponencial, somando-se e subtraindo-se as expressões de A, e 
A , em (11). Assim, temos: 


ALKA e aa, - jb, ta, + jbp) 


onde: 


ou 
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O coefici: 
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Pn (12) 
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onde:. q =A, tA, (15) 
e ib b 

g A, — n 90, da Jo) 

ou b, = JA,- A) (16) 


Exemplo 2 Determinar a série exponencial de Fourier para a forma de 
onda mostrada na Fig. 15-3. Empregando os cocficientes dessa série 
exponencial, obter a, e b, para a série trigonométrica e comparar com o 
exemplo 1. 


No intervalo 0 < œt < 2x, a função é definida por f(t) = (10/2m)wt. Por 
inspeção, verifica-se que o valor médio da função é 5. Substituindo f(t) em 
(14), obtêm-se os coeficientes A, : 


2x 2 2m 
DNC OR (od fi) pese En (UR TE rue O PO 
A, = E [anote d(wt) = Em? E -jnot — 1) É RSA 
10 
9 2x 4r o 
Figura 15-3 


Introduzindo os coeficientes A, em (12), a forma exponencial da série de 
Fourier para a onda dada fica: 
AO ss ed ms 


.10 10 
= — }— ed — > g Jot — got E PAIVA 
fO E Irs TE REDE an” tjn? +... 


(17) 


O coeficiente do termos co-seno da série trigonométrica é: 


. 10 . 10 
E A A a A a A a 


e o coeficiente do termo em seno é: 


3 .| . 10 . 10 10 
RR TA j(i 2nn ant] ~ mn 
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Assim, a série trigonométrica não tem os termos em co-seno, pois a, = 0 
para qualquer valor de n e os coeficientes dos termos em seno são 
—-10/xn). O valor médio é 5 e a série é dada por: 


10 10 10 7 
ft) = 5 -a Sen ot — om Sen 20t — 3n SN 30t sita 


igual à do exemplo 1. 


Simetria das Formas de Onda 


A série obtida no exemplo 1, além do termo constante, continha apenas 
termos em seno. Outras formas de onda conterão apenas termos em co-seno e, 
às vezes, existem apenas harmônicos ímpares. Isso resulta de certos tipos de 
simetria associados à forma de onda. O conhecimento dessa simetria acarreta 
simplificação nos cálculos para a determinação da série. As definições que se 
seguem são importantes para esse fim: 


1. Uma função f(x) diz-se par se f(x) = f(-x) 


A função f(x) = 2 + x? + x! é um exemplo de função par, pois são iguais 
os seus valores para x e x. O co-seno é uma função par, pois pode ser expresso 
em série sob a forma: 


E xt xê x 


r O R- 


cosx = 1 — 


A soma de duas ou mais funções pares é uma função par e a adição de 
uma constante mantém a natureza par da função. 


Na Fig. 15-4, as formas de onda representam funções pares. São simé- 
tricas em relação ao eixo vertical. 


2. Uma função f(x) diz-se ímpar se f(x) = — f(-x). 


A função f(x) = x + x? + x é um exemplo de função ímpar, pois são de 
sinais opostos seus valores para x e x. O seno é uma função ímpar, pois pode 
ser expresso em série sob a forma: 


3 5 
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S T O opa 
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A soma de duas ou mais funções ímpares é uma função ímpar, porém a 
adição de uma constante elimina a natureza ímpar da função, uma vez que f(x) 
não mais será igual a —f(-x). O produto de duas funções ímpares é uma função 


par. 
IN E À 
M 
P o 
Figura 15-4 
As formas de onda apresentadas na Fig. 15-5 representam funções 
ímpares. 


N í Caa Z A : o 
(a) (c) 
(b) (a) 


Figura 15-5 
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8. Uma função periódica f(x) diz-se possuindo simetria de meia onda se 
FG) = -f(x + T/2), onde T é o período. Na Fig. 15-6, são vistas duas formas 
de ondas possuindo simetria de meia onda. 


a nº |” < E | - | E 
(a) (b) 


Figura 15-6 


Quando o tipo de simetria de uma onda é determinado, chega-se às 
seguintes conclusões: se a forma de onda é par, todos os termos da série 
correspondente são co-senoidais além de, possivelmente, uma constante, caso a 
forma de onda possua um valor médio. Portanto, não há necessidade de cal- 
cularem-se as integrais para os coeficientes b,» pois não podem existir termos 
em seno. Se é ímpar, a série contém, apenas, termos em seno. A onda pode ser 
ímpar somente depois de eliminado o termo constante, caso em que sua re- 
presentação conterá apenas essa constante e uma série de termos senoidais. 
Caso a onda possua simetria de meia-onda, existem apenas harmônicos ím- 
pares. Salvo na hipótese em que a função seja também ímpar ou par, a série 
conterá termos em seno e em co-seno; em qualquer caso, a n € b, são nulos para 
n=2,4,6...em toda forma de onda que possua simetria de meia onda. 


Determinadas formas de ondas podem ser pares ou ímpares, depen- 
dendo da localização do eixo vertical. A onda quadrada da Fig. 15-7(a) satisfaz 
a condição de função par, isto é, f(x) = f(-x). Um deslocamento do eixo vertical 
para a posição indicada na Fig. 15-7(b) resulta numa função ímpar, onde 
f(x) = —-f(-x). Se o eixo vertical estiver situado em qualquer outro ponto que não 
os indicados na Fig. 15-7, a onda quadrada não será nem par nem ímpar. Sua 
série conterá termos em seno e em co-seno. Assim, na análise de funções 
periódicas, desde que a forma da onda o permita, o eixo vertical deve ser 
convenientemente escolhido, de modo a acarretar uma função par ou uma 
função ímpar. 
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(a) (b) 


Figura 15-7 


O deslocamento do eixo horizontal pode simplificar a representação da 
função em série. Como exemplo, a forma de onda da Fig. 15-S(a) só satisfaz os 
requisitos de uma função ímpar, depois de removido seu valor médio, como 
mostra a Fig. 15-8(b). Assim, sua série conterá um termo constante e todos os 
termos em seno. 


O 
o 
(a) (b) 


Figura 15-8 


Como o equivalente exponencial do seno é um imaginário puro e o do 
co-seno é real puro, as considerações de simetria feitas acima poderão ser 
empregadas para verificar os coeficientes da série exponencial. Em uma forma 

i de onda par só contendo termos em co-seno na sua série trigonométrica, os 
coeficientes de sua exponencial de Fourier devem ser números reais puros. Do 
mesmo modo, uma função ímpar, cuja série trigonométrica conste de termos 
senoidais, tem coeficientes imaginários puros na sua série exponencial. 


Espectro de Linha 


Chama-se espectro de linha a uma representação gráfica das ampli- 
tudes dos harmônicos da onda. As linhas diminuem mais depressa para as 
; ondas cujas séries convergem rapidamente. As ondas que possuem desconti- 
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nuidades, como a dente-de-serra e a onda quadrada, possuem espectro com 
amplitudes que decrescem lentamente, já que suas séries possuem os harmô- 
nicos muito altos. Seus harmônicos de décima ordem possuirão, às vezes, 
amplitudes com valor significativo, comparadas com o fundamental. Por outro 
lado, as séries das formas de onda sem descontinuidades e de conformação 
suave convergem rapidamente para a função e apenas alguns termos são 
suficientes para reproduzir a onda. Essa convergência rápida fica evidente pelo 
espectro de linha, pois as amplitudes dos harmônicos decrescem rapidamente, 
de modo que, depois do 5º ou do 6º, deixam de ter importância. 


O conteúdo harmônico e o espectro de linha são parte integrante da 
própria natureza da onda e não se modificam com o método de análise. O 
deslocamento do eixo zero dá um espectro completamente diferente à série 
trigonométrica, variando grandemente, também, os coeficientes da série expo- 
nencial, mas os mesmos harmônicos sempre aparecem na série e sua amplitude, 
dada por C, = Na? + b, permanece constante. 


A Fig. 15-9 mostra a onda dente-de-serra do exemplo 1 e seu espectro. 
Como só havia termos em seno na série, as amplitudes C, dos harmônicos são 
iguais a b,. 


EEEN 


ot Vezes o fundamental 


Figura 15-9 


A série exponencial da onda dente-de-serra possui termos com freqüên- 
cias + no e — no [ver equação (17)] e o espectro é o apresentado na Fig. 15-10. A 
amplitude de um determinado harmônico é a soma das duas amplitudes, uma 
em + no e outra em —nq. No espectro da Fig. 15-10, em n = —2 e n = +2, 
encontram-se linhas de amplitude 10/47. Somando-as obtém-se 10/2x para a 
amplitude total desse harmônico, o que concorda com o espectro da Fig. 15-9. 
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-5 -4 -3 -2 -10 12345 


n 


Figura 15-10 


Síntese da Forma de Onda 


Síntese é a reunião dos componentes, de modo a reconstituir o todo. Na 
análise de Fourier, ela é a recombinação dos termos da série trigonométrica, 
geralmente os primeiros quatro ou cinco, de modo a reproduzir a onda original. 
As vezes, somente depois de sintetizar uma onda fica o estudante convencido de 
que a série de Fourier exprime, de fato, a onda periódica para a qual foi obtida. 


A série trigonométrica para a onda dente-de-serra do exemplo 1, com 
amplitude máxima igual a 10, é: 


Mn “10 “10 7 
ft) = 5 n SM ot Ən sen 20t ax Se Sw —... 


Figura 15-11 


Na Fig. 15-11, esses quatro termos estão representados e somados e, 
apesar de o resultado não ser uma onda dente-de-serra perfeita, constata-se 
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que, com a inclusão de mais termos, a representação tenderá para aquela onda. 
Como essa onda possui descontinuidades, sua série não converge rapidamente 
e, consequentemente, a síntese, empregando apenas quatro termos, não conduz 
a um resultado muito bom. O termo seguinte, de fregiiência 40), tem amplitude 
10/4x, que, certamente, ainda é significativa, comparada com a amplitude 10/m 
do harmônico fundamental. Como, na síntese da forma de onda, cada termo é 
adicionado, reduzem-se as irregularidades da resultante e melhora a aproxi- 
mação à onda original. Isso era o que queríamos expressar quando dizíamos que 


a série converge para a função em todos os pontos e para o valor médio nos 
pontos de descontinuidades. 


Na Fig. 15-11, é claro que o valor 5 permanece nos pontos 0 e 2x, já que 
todos os termos em seno são nulos nesses pontos. Esses são pontos de desconti- 
nuidade; o valor da função é 10 quando deles nos aproximamos pela esquerda e 
0 quando pela direita, com o valor médio 5. 


Valor Eficaz e Potência 


Uma onda de corrente periódica e não-senoidal passando por um resis- 
tor, produz uma potência determinada pelo valor eficaz ou rms da onda. No 
Capítulo 2, viu-se que o valor eficaz de uma função tal como 


1 
FE) = 3 To +a cos œt +a, cos 20t +... +b, sen qt + b, sen 2wt +... 


era: 
N EN E fes a 
É [255 + om tg + + Gb + bo +... (18) 


Exprimindo a amplitude do harmônico por C, = Va? + b2 e chamando 
co ao valor médio, temos, da equação (18): 


F Nerte p Lag ay 


rms T e A e ia 


Supond 
corrente result: 
diferentes ampl 
riam com no. E 
a ressonância p 
ver: 


v= Vat 


com os correspo 


A potê: 
obtida pelo pro 


p=ui =: 


Como 1 
um número int: 
de tensão, o pi 
tensão.) A potê 


T 
1 

P= TIo 
O exas 
mostra que eles 
de uma constar 
de frequências 
o produto das 
quadrado, aplic 
Todos os outros 
é, então, dada : 


P = Vd 


onde 0, = (6, 
frequência no 
senoidais. Nos 
média é P = Ņ 


ra aquela onda. 
ge rapidamente 
nos, não conduz 
. tem amplitude 
amplitude 10/x 
a, cada termo é 
lhora a aproxi- 
do dizíamos que 
alor médio nos 


os 0 e 2x, já que 
tos de desconti- 
pela esquerda e 


lo por um resis- 
1s da onda. No 


20t +... 


EEN (18) 


b2 e chamando 


Análise de formas de ondas pelo método de Fourier 457 


Supondo um circuito linear com uma tensão periódica aplicada, a 
corrente resultante terá o mesmo conteúdo harmônico da tensão, porém com 
diferentes amplitudes relativas desses harmônicos, já que as impedâncias va- 
riam com no. É possível que alguns harmônicos não apareçam na corrente, pois 
a ressonância paralela acarreta impedância infinita. Em geral, pode-se escre- 
ver: 


v = V+), V, sen (nat + 0) ei= I+$, I, sen (not + wy) (19) 


com os correspondentes valores eficazes: 


Voms = VVZ + 24 i2 tel SN kobe ba (20) 


rms 


A potência média P decorre da integração da potência instantânea, 
obtida pelo produto de v e i, logo: 


p=vi = [Vo + > V, sen (not + 4) | [n+ I, sen (not + Va) | (21) 


Como v e i têm períodos de T segundos, seu produto deve conter em T 
um número inteiro de períodos. (Lembrar que, para uma onda senoidal simples 
de tensão, o produto i tem um período igual à metade daquele da onda de 
tensão.) A potência média é: 


P 7 fp + x Vo sen (not + d)] [o + ` I, sen (not + Vo) | dt (22) 


O exame dos termos possíveis no produto das duas séries infinitas 
mostra que eles são dos seguintes tipos: o produto de duas constantes, o produto 
de uma constante por uma função senoidal, o produto de duas funções senoidais 
de fregiiências diferentes e o quadrado de funções senoidais. Após a integração, 
o produto das duas constantes permanece V,J,, e as funções senoidais ao 
quadrado, aplicados os limites de integração, aparecem como (VT /2) cos (4, — Yp). 
Todos os outros produtos, integrados no período T, são nulos. A potência média 
é, então, dada por: 


P = Vi + ivin cos 6, + Vl, cos 6, + Vis cos 0, +... (23) 


onde 8, = (4, — wy,) é o ângulo da impedância equivalente da estrutura na 
fregiiência no rad/s e V, e I, são os valores máximos das respectivas funções 
senoidais. Nos circuitos de CA de uma só frequência viu-se que a potência 
média é P = VI cos 0, a qual está incluída em (23), pois V é um valor eficaz 
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(V = V a 2 el= Lpa 2), de modo que P = 12 V I cos 8. Nos 


max max 
circuitos de CC a potência é VI, incluída em (23) como V „Ig. À equação (23) é, 
portanto, perfeitamente geral, incluindo circuitos de CC, circuitos de CA de 
uma só frequência e ondas periódicas não-senoidais. Observa-se também de 
(23) que tensão e corrente de fregiiências diferentes não contribuem para a 
potência média. Com relação à potência, portanto, cada harmônico atua inde- 
-pendentemente. 


Aplicações na Análise de Circuitos 


Sugeriu-se acima que, aplicados os termos da série de uma tensão a 
uma estrutura linear, obtêm-se os termos harmônicos correspondentes da série 
da corrente. Este resultado é obtido por superposição. Portanto, cada termo da 
série de Fourier que representa a tensão é considerado como uma fonte isolada, 
como indica a Fig. 15-12. Em seguida, cada impedância equivalente da estru- 
tura, na frequência do respectivo harmônico, no, é empregada para o cálculo da 
corrente nesse harmônico. A soma dessas respostas individuais é a resposta 
total i sob a forma de série, devida à tensão aplicada. 


cos wé 
cos 2wt 


Circuito 
passivo 
bilateral 


cos 3wt 


sen wi 
sen 2wt 


sen 3wt 


Figura 15-12 


Exemplo 3 Um circuito RL série, em que R = 5 ohms e L = 0,02 H, tem 
uma tensão aplicada v = 100 + 50 sen œf + 25 sen 30t, onde œ = 500 rad/s. 
Achar a corrente e a potência média. 
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Calcula-se a impedância equivalente do circuito em cada fregiiência. Em 
seguida, calculam-se as respectivas correntes. 


502 


0,02 H 


Figura 15-13 

Em o = 0, Z = 5 e, portanto: 

Lo = Vy/R = 100/5 = 20 

Em q = 500 rad/s, Z, = 5 +.(0,02) (500) = 5 + 710 e, então: 


i sen (mt — 0,) sen (œt — 63,49 = 4,48 sen (wi — 63,4”) 


Vima 
1™ IZ 


eso 
“11,15 
Em 30 = 1500 rad/s, Z, = 5 + J30 e, então: 


. max 
i Las 


3 = TZ 


sen (3@t — 05) = A sen (3t — 80,54£°) = 


= 0,823 sen (Sot — 80,54°) 
A soma das correntes harmônicas é a resposta total procurada: 
i = 20 + 4,48 sen (œ — 63,4º + 0,823 sen (3ot — 80,54) 


Seu valor eficaz é: 


T V202 + 4,482/2 + 0,8232/2 = (410,6 = 20,25 
que acarreta, no resistor de 5 ohms, a potência: 


À Pas ÉR = (410,6)5 = 2053 W 
Como verificação, calcula-se a potência média total calculando-se a po- 
tência com que cada harmônico contribui e somando-se as mesmas. Te- 
mos: 


i Para o= 0, P = Vol, = 100(20) = 2000 W 
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Para œ = 500 rad/s, P = 5 Vi, cos8 = ieo (4,48) cos 63,4º = 50,1 W 


Para 3% = 1500 rad/s, 
1 1 5 
P= 2 Valgcos 6, = 9(25/0,823) cos 80,54" = 1,69 W 


Portanto: Pp = 2000 + 50,1 + 1,69 = 2052 W 
Outro método A expressão em série da tensão no resistor é: 
Ug = Ri = 100 + 224 sen (wt — 63,4º) + 4,11 sen (3ut — 80,54) 


e 
Va 1002 + > 034? + ian = V10259 = 101,3 


À potência entregue pela fonte é P = VR?/R = (101,3)2/5 = 2052 W. 


A série exponencial de Fourier é empregada da mesma maneira, exceto 
que, freqüentemente, a impedância do circuito pode ser expressa em termos de 
no e os coeficientes Z, da série da corrente podem ser calculados a partir de 
V/Z, como mostra o exemplo 4, a seguir. 


Exemplo 4 Uma tensão representada pela onda triangular da Fig. 15-14 
é aplicada em um capacitor de C farads. Determinar a corrente resultante. 


Figura 15-14 


No intervalo —n < œt < 0 a tensão é representada pela função v = V ut 


(2V nax TOt e, para O < œt < 7, v = Vi (2V nay Ot. Os coeficientes da 
série exponencial são determinados por: 


ea série d 
(E 
i=j 


A série po 
para most 
do result: 
apenas pa 
corrente é 
máximo (é 


Determinar 
e traçar o € 


63,4º=50,1W 


\ = 2052 W. 


aaneira, exceto 
1 em termos de 
los a partir de 


r da Fig. 15-14 
nte resultante. 


çãov=V + 
coeficientes da 
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15.1 


Vaa + (V max TO | ednet d(wt) 


+ 5 f [Va - CV max! Ot] er dot) 


4V nax 
donde: A, = Zn para n ímpar e A, = 0 para n par. 
A impedância do circuito Z = 1/j@C pode ser expressa como função de n, 
ou seja: Z = 1/jnoC. Assim, temos: 


Mo AV ê AV as DC 
Ra = ci = 


e a série da corrente é: 


` {4V mas DO einat 
ER À os y A para n ímpar, apenas. 


A série poderia ser convertida para a forma trigonométrica e resumida, 
para mostrar a forma de onda da corrente. Entretanto, esse é o mesmo aspecto 
do resultado do Probl. 15.8, onde o coeficiente A, é A, = — jJQVinn), 
apenas para n ímpar. Aqui o sinal é negativo, indicando que a onda de 
corrente é o negativo da onda quadrada do Probl. 15.8, com o valor 
máximo (2V | oC). 


Problemas Resolvidos 


Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda quadrada da Fig. 15-15 
e traçar o espectro de linha. 


Figura 15-15 
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No intervalo 0 < œt < n, f(t) = V e, para n < œt < 2r, f(t) = —V. O valor 
médio da onda é zero; assim, «,/2 = 0. Os coeficientes co-senoidais são 
obtidos pelo cálculo integral como se segue: 


Eae 
ne 


T 2T 
f V cos not d(œt) + f (— V) cos not d(œt) | = 
0 


T 


T 


n2 

= E | E sen no = E sen not i = 0 para qualquer n 

T n T 
o T 


A série contém termos co-senoidais. Procedendo à integração para os 
termos senoidais, temos: 


po 
T 


T 2T 
f V sen not d(œot) + f C V) sen not d(œt) i 
0 T 


T 2r 
| es cos not! + E cos nos i 
n T 
1T 


0 


v. 
n 


= V OSN + cos0 + cos n2m — cos nx) = 2v (1 — cos nx) 
rn Tn 

Então b, = 4V/m paran = 1,3,5,...,eb,=Oparan = 2, 4,6, . . .. A série 
para a onda quadrada é: 


ft) = ud ot + Essa 3t + ea 50t +... 
T 37 5a 

A Fig. 15-16 mostra o espectro de linha para essa série. A série contém 
apenas termos harmônicos senoidais ímpares, o que poderia ser ante- 
cipado pelo exame da simetria da forma da onda. Como a onda da Fig. 
15-15 é ímpar, sua série só contém termos senoidais; e como possui 
também simetria de meia onda, apenas os harmônicos ímpares estão 
presentes. 


15.2 Determinai 
e traçar o + 


Aonda é 
V/2, ela t 
No inter 
(Vimat. ( 
qualquer 


)=-V. O valor 
o-senoidais são 


1er n 


gração para os 


cos nm) 


|, 6,.... A série 


À série contém 
leria ser ante- 
a onda da Fig. 
e como possui 
ímpares estão 
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Figura 15-16 


15.2 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda triangular da Fig. 15-17 


e traçar o espectro. 


-r 0 n 2x 3x 
Figura 15-17 


A onda é uma função par, pois f(t) = f(-t) e, se for suprimido o valor médio 
V/2, ela terá, também, simetria de meia onda, ou seja, f(t) = —f(t + T/2). 
No intervalo- r < œt < 0, fO = V + (Vinot; para 0 < œt < m, fŒ =V — 
(Vimwt. Como as ondas pares só contêm termos co-senoidais, b, = 0 para 
qualquer n inteiro. Logo: 


o 1 
Qt Í [V + (V/r)œt] cos not d(œt) + — f [V — (V/Tot] cos not d(wt) 
n m n T 0 


mau f at " ot 
E lj cos not d(œt) + nt cos not d(wt) — f n OS not aon | 


vil £ É 1 ot [e 
=> “|5 cos not + w sen nwt| — |—; cos not + — sen not 
n2 n2 n n2 n 


T 


DRA fcos O — cos(-nx) — cosna + cos 0) = na (1 — cos na) 
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Como indicava a simetria de meia onda, a série só contém termos ím- 


2V 

pares, pois a „ = 0 para n = 2, 4, 6, ... Paran = 1,3, 5, ..., a, = 4V/n?n?. Logo, “na (e 

a série pedida é: , 
Cos nT é] 
f&) = é + ar cos wt + w cos 30t + a cos 50t +... portanto, c 
2 T (37) (5r) n 

Os coeficientes diminuem com 1/n2 e, portanto, a série converge mais fe) = EJ 

rapidamente que a do Probl. 15.1. Tal fato é evidenciado pelo espectro de o Bci 
linha da Fig. 15-18. | s coeficic 
como mosi 

1 zero e do 
2” l Compare- 
a semelha 

0 n 


Figura 15-18 


15.3 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda dente-de-serra da Fig. : 
15-19 e traçar o espectro. i 


15.4 Determina 
e traçar o ! 


No interv 

observaçã 
! ímpar, a £ 

temos: 


Figura 15-19 


Pela inspeção, verifica-se que o valor médio da onda é zero e que a onda é 

ímpar. Consequentemente, a série conterá apenas termos senoidais. Uma 
única expressão, f£) = (V/mat, descreve a onda no período entre -n e +7, i 
e esses limites serão utilizados na integração para o cálculo de b. 


Jeito via a x 
b, = E N (V/mat sen not d(gt) = Tê E sen not — — cos nas | z 


im termos ím- 
4V/n?n?. Logo, 


E ana 


converge mais 
alo espectro de 


lJe-serra da Fig. 


e que a onda é 
noidais. Uma 
entre -T e +1, 
» de Da 


7T 
cos n| = 
TC 
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2V 
= — — (cos na) 
nx 
Cos nx é positivo para n par e negativo para n ímpar, alternando-se, 
portanto, os sinais dos coeficientes. A série pedida é: 


2V 1 1 1 
Ft) = m [en ot — 9 sen 2wt + 3 Sen 3wt — q Sen dar +.) 


Os coeficientes diminuem com 1/n; portanto, a série converge lentamente, 
como mostra o espectro da Fig. 15-20. Exceto pelo deslocamento do eixo 
zero e do termo médio, esta forma de onda é a mesma do exemplo 1. 
Compare-se o espectro de linha da Fig. 15-9 com o da Fig. 15-20 e note-se 
a semelhança. 


2Vir 


1234567809 


Figura 15-20 


Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda mostrada na Fig. 15-21 
e traçar o especiro. 


No intervalo 0 < œt < r, f(t) = (Vimat; para n < œt < 2x, f(t) = 0. Pela 
observação, o valor médio da onda é V/4. Como a onda não é par nem 
ímpar, a série conterá termos em seno e em co-seno. No intervalo de 0 a 7, 
temos: l 


T 2x 3x 4n 


Figura 15-21 
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IL Un 
a, = i i (V/ mot cos not d(ot) = = E cos nwt + z sen nas | = 
V 
nê (cos nn — 1) 


Sen é par, (cos na — 1) = 0 ea, = 0. Sen é ímpar, a, = — 2ViKm2n?). Os 
coeficientes b, são: 


b = 1f (V/m)wt sen not d(wt) = aa [55 sen not — t cos nat | = 
n To x in n 


V 
qi (cos nn) 


O sinal é alternadamente negativo em b, =— V/nn para n par e b,=+Vimn 
para n ímpar. Assim, a série pedida é: 


fl = x = Ei cos ot — 2V cos 30t — 


tá cos bwt — ... 
(31) 


(57)? 


pa sen wt a e 20t + am 3a —... 

T 2m 3x 
As amplitudes dos harmônicos pares dadas diretamente pelos coeficien- 
tes b,, já que não existem termos pares em co-seno. Entretanto, as 
amplitudes dos harmônicos ímpares devem ser calculadas de 
c = Va? + Ba 


Assim,C, = W2V/132 + (V/m) = V(0,377). Do mesmo modo C, = V(0,109) 
e C; = V(0,064). A Fig. 15-22 mostra o espectro de linha. 


HH 


789 


Figura 15-22 


15.5 Determina 
ficada, mo 


A onda 1 
termos <€ 
observaç 


Paran] 
esta exr 
para q. 


gA 
a= 
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x 15.5 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a meia-onda senoidal reti- 
sen nor] = ficada, mostrada na Fig. 15-23, e traçar o espectro de linha. 

9 | 

l v 
- 2VNT?n?). Os = 
o T 2n 3n 
us f 

É cos na| = Figura 15-23 


A onda não apresenta simetria; assim, espera-se que a série contenha 
termos em seno e em co-seno. Como o valor médio não é obtido por 
observação, calcula-se a, para o termo a /2 da série. Logo: 

ar e b, = +V/nn 


| E Eva z 2V 
| = ER ca o aa [— cos qt], = E 
| A seguir, calcula-se a, : 
| 1 f 
| dA V sen qt cos not d(wt) 
| 0 
selos coeficien- | 
ântretanto, as V|-n sen œt sen not — cos not cos mt V 
2 = (cos nm + 1) 
alculadas de n -n2 +1 a(l- n?) 
Para n par, a, = 2V — nº); para ímpar, q, = 0. Entretanto, paran = 1 
do C, = V(0,109) esta expressão é indeterminada; assim, deve-se integrar separadamente 
paraa,. 


de vfa 
= fv sen wt cos œt d(œt) = E , z sen 2wt d(wt) = 0 


| A seguir, calcula-se b, : 


b, = 1 T V sen œt sen not d(wt) = 
To 


=0 


V | n sen œt cos not — sen not cos œt já 
x -n? +1 


0 
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Também aqui, a expressão é indeterminada para n = 1; calcula-se bi 
separadamente. 


e 2 _ fot _ sen 2% F_Y 
by = 4), Y ordon = H - 1 E 


A série de Fourier pedida é: 


V: z _2 2 nes B 
so =Y f1 + Fono z Cos 20% 15 CS 40t a5 “08 mt zal 


O espectro da Fig. 15-24 mostra o forte termo fundamental da série e as 
amplitudes rapidamente decrescentes dos harmônicos de ordem superior. 


V/x 


1234567 


Figura 15-24 


15.6 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a meia onda senoidal reti- 
ficada da Fig. 15-25, na qual o eixo vertical foi deslocado de sua posição em 
relação ao Probl. 15.5. 


Figura 15-25 


No intervalo — n < not < 0 a função é descrita por f(t) = — V sen œt. O valor 
médio é o mesmo do Probl. 15.5, ou seja, a, = 2V/z. Para os coeficientes [e 
tem-se: 


15.7 


af 
do 3 


Para n pa 
que deve s 


Novament 
cular b, er 


Esta série 
aqui, é ne: 


Determinar 
na Fig. 15- 


; calcula-se b, 


cos 6wt — e) 


ll da série e as 
lem superior. 


a senoidal reti- 
jua posição em 


sen ct. O valor 
eficientes [e A 
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a, = ij (-V sen œ) cos not d(œt) = E 4 (1 + cos nn) 
-r 


(1 — n’) 
Para n par, a, = 2 V/r(1 — n?); e para n ímpar, a, = 0, exceto para n = 1, 


que deve ser examinado separadamente. Temos: 


a= l f (-V sen œt) cos œt d(œt) = O 


Ra 


Para os coeficientes b,, tem-se: 
1 
b, = = (— V sen œt) sen not d(wt) = 0 
-7 


Novamente esta expressão é indeterminada para n = 1; tem-se de cal- 
cular b, em separado. Temos: 


b = 1 na (—-V) sen? œt d(wt) = -¥ 


A série é, portanto, dada por: 


V x 2 2 R 
fo = Y f1- Gsen at = dos 2t — Picos dou a osem =} 


Esta série é idêntica à do Probl. 15.5, exceto no termo fundamental, que, 
aqui, é negativo. Obviamente, o espectro é idêntico ao da Fig. 15-24. 


Determinar a série trigonométrica de Fourier para o impulso retangular mostrado 
na Fig. 15-26 e locar o espectro. 


—n/6 | 1/6 T 2x 


Figura 15-26 
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Com a posição indicada para o eixo zero, a onda é par e a série conterá 
apenas o termo constante e os termos em co-seno. Para o cálculo das 
integrais, é usado o período de - na + xe a função é nula, exceto no 
intervalo de — 1/6 a + 1/6. 


/6 T/6 
“1 Va aee E a nx 
do E V d(œ@t) = X, a R V cos not d(wt) = sen -o 


Como sen nx/6 = 1/2, V3 /2, 1,N3/2, 1/2, 0, —1/2, . . . para n = 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, . . . respectivamente, a série é: 


2 2/2 


"3/1 1/1 11 
914 cos dot + lg cos 50t — 5|7 cos mt — ... 


ou 


fã) = né + A f 1 cos wt + E cos 2wt + fa] cos 3wt + 


A 1 sen (nx/6) cos not 


Como mostra a Fig. 15-27, o espectro de linha para esta onda decresce 
muito lentamente, pois a série converge muito lentamente para a função. 
E de particular interesse o fato de que as amplitudes dos 8°, 9º e 10º 
harmônicos são superiores à do 7º. Nas ondas até aqui consideradas, as 
amplitudes dos harmônicos de ordem superior eram progressivamente 
menores. 


Figura 15-27 


15.8 
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(j2nn) 
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Os coefic 


E, =A, 
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15.8 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda quadrada da Fig. 15-28 e 


traçar o espectro de linha. Achar os coeficientes da série trigonométrica e 
comparar com o Probl. 15.1. 


Figura 15-28 


Nointervalo-n<wt<0,fb)=-V;paraO<at<r, f(t) = V. O valor 
médio da onda é zero. A onda é ímpar; portanto, os coeficientes A, serão 
imaginários puros. 


0 T 
E | (-V) er dot) + f V enat a| 
0 


n ea 


0 T 
-V}_|1 gn l pino 
E | E | $ E |) 


; ; o VA 
0 nr Jn 00 — — tona _ 
(e + +e e) Seres (e 1) 


= (2n) 
Paran par, e™"™" = + 1 e A, = 0; para n ímpar, e = — 1 e A, = — j(2V/n). A 


série pedida é: 


5 -2V is, 2V ot 2V jæ _ 2V som 
FO =... +37 E Pd Iae =I an? — 


O espectro da Fig. 15-29 mostra as amplitudes para as frequências 
positivas e negativas.Combinando-se os valores para + n e — n, obtém-se 
a mesma representação da série trigonométrica da Fig. 15-16. 


Os coeficientes co-senoidais da série trigonométrica são: 


454, 44,5 Tags [d 7 


(nn) 
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e 


4V > 
= — apenas n ímpar 


4V . 2V 
nz 


b, = JIA, z Aal BE “cam 


Isto está de acordo com os coeficientes da série trigonométrica do Probl. 
15.1. 


2V 


T 


n 
-5 -4 -3 -2 -1 0 12345 


Figura 15-29 


15.9 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda triangular da Fig. 15-30 e 
traçar o espectro. 


-T 0 T 2x 37 or 


Figura 15-30 
No intervalo - 7 < œt < 0, f() = V + (Vimat; para 0 < œt < n, f@)= V — 


(Vimat. A onda é par e, conseqüentemente, os coeficientes A, serão reais. 
Pela inspeção, o valor médio é V/2. 


A, = all [V + (V/ njat] e% d(mt) + T [V — (V/mwt] erinot ao) 
N |“ 0 


JL 
= xr, ot eP diot) + j (mt) ei dlo) + i nett dot) 


NEVE anã 
ge 


not inot 
E o i Rê (jnat — D Té n? (jngt — D 
0 


Para n ps 
série é: 


fo =.. 


A Fig. 1: 
somadas, 


Os coefic; 


aa =A, 


e b 


n 


Esses cot 


15.10 Determinz 
da Fig. 1£ 
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Paran par, et = + 1 e A, = 0; para n ímpar, A, = 2V/n2n2. Portanto, a 


série é: 
apar ; ; ý 
j HO =...+ RO G wp su 
ica do Probl. B a $ Em 
A Fig. 15-31 é o espectro com as linhas em — n e + n que, uma vez 
somadas, representam as mesmas amplitudes do espectro da Fig. 15-18. 
1 
5 V 
etree on 
-5 -4 -3 -2 -1 Q 1234 5 
da Fig. 15-30 e 
Figura 15-31 
Os coeficientes da série trigonométrica são: 
2V 2V A 
| a =A+A, = an * POR para n ímpar 
; | 2V 2V 
b =jjA -A |=ji 55- =0 
e n if n al JE | 
Esses coeficientes concordam com os resultados do Probl. 15.2. 
mf © = Vv s i 15.10 Determinar a série exponencial de Fourier para a meia-onda senoidal retificada 
i, Soro reals. da Fig. 15-32. 
| enot dc) v- 
enot aoo) 0 T 2x 37 o 


Figura 15-32 
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No intervalo 0 < ot < n, f(t) = V sen qt; der a 2x, f(t) = 0. Então, temos: 


n 


1 
E es yV jJnot = 
AS 2 f sen tt e d(%t) = 


T 


(— jn sen qt — cos o] = E (e77 +D 


yV eTo 
E “2d -n? 


Coma -n?) 


Para n par, A, = V/n(1 — n?); para n ímpar, e?” =-1e A, = 0. Entretanto, 
para n = + 1, a expressão de A, fica indeterminada. À regra de 
LHôpital pode ser aplicada, ou seja, o numerador e o denominador de 
V 
2n(1 — nê) 
faz-se n tender para 1, de onde resulta que A, = -jV/9)e A , = j(V/4). 


(err + 1) são diferenciados separadamente em relação a n, 


O valor médio é: 


Zi ELA r y 
A = E DA sen œt d(wt) = 2m [- cos qt], = E 
A série exponencial de Fourier é: 
= dos -j4ot A -j2wt V jot Vi de V jot 
FO En Is? ap e ge + JË — 
Nm _ V jio 
T n i 
V/m 
ł t Hr ten 


T 
-5 -4 -3 -2 -1 0 12345 


Figura 15-33 


É interessante ressaltar que a série só contém dois coeficientes imaginá- 
rios, em n = + 1, e que o termo em seno na série trigonométrica do Probl. 
15.6 tem o coeficiente b} = JKA} -A ) = JI -3(V14) -J(V/4)] = 1/2 V. 
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Então, temos: 
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0. Entretanto, 
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A = Í(VIA). 


antes imaginá- 
'trica do Probl. 
=1/2V. 
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15.11 


15.12 


O espectro de linha da Fig. 15-33 mostra as amplitudes dos harmônicos 
da onda. Convém compará-lo com o da Fig. 15-24. 


Calcular a potência média em uma resistência R = 10 ohms, sendo a série da 
corrente i= 10 sen œt + 5 sen Jwt + 2 sen Sol. 


O valor eficaz da corrente é I = V 1102 + St? + Se =164,5 = 8,03. A 
potência média é, portanto: P = R = (64,5)10 = 645 W. 


Outro método. A potência total é a soma das potências dos harmônicos, 


E 1 A AS z 
que são dadas por 2 V nax max 08 9. Porém, na resistência, a tensão e a 


corrente estão em fase para todos os harmônicos 6, = 0. Logo, temos: 


vp = Ri = 100 sen ot + 50 sen 3wt + 20 sen Sat 


E RE S(10)100) + i6) (50) + iO (20) = 645 W. 


Determinar a potência média entregue a uma estrutura, sabendo que a tensão 
aplicada e a corrente resultante são: 


v = 50 + 50 sen 5 x 10% + 30 sen 10% + 20 sen 2 x 10% 


i = 11,2 sen (5 x 10% + 63,4) + 10,6 sen (10% + 45° + 
+ 8,97 sen (2 x 10% + 26,6) 


A potência média total é a soma das potências devidas aos harmônicos: 


Pra 260411,2 cos 63,4º + >(80)10,6) cos 45º + 


+ S(20)8,97) cos 26,6º = 317,7 W 


15.13 Determinar as constantes do circuito série de dois elementos no qual a tensão 


aplicada e a corrente resultante são as dadas no Probl. 15.12. 


A série da tensão contém um termo constante igual a 50, porém não existe 
termo correspondente na série da corrente; logo, um dos elementos é um 
capacitor. Como o circuito absorve potência, o outro elemento deve ser um 
resistor. 


A corrente ehaner = Voa, + 310,6) + SEM? = 126. 
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A potência média P = IR; donde R = P/P = 317,7/159,2 = 2 ohms. A impedé 
a cada har 
Parao = 5 x 103 IZ] =V a” Tex = 50/112 =447. ComolZl =VR? +X, dro a seg 


Xo = WAN? -4 = 4. 
Logo, Xo = 1⁄(@C) e C = 10X9) = 1/(4 x 5 x 10°) = 50 uF 
“15.14 A onda de tensão da Fig. 15-34 é aplicada a um circuito série de R = 2000 ohms 


n 
0 
e L=10H. Achar a tensão no resistor, empregando a série trigonométrica de : 
Fourier. Traçar o espectro de linha da tensão aplicada e de Vp para mostrar o 4 

6 


efeito da indutância sobre os harmônicos, sendo œ = 377 rad/s. 


Calculan 
los de at: 
n = 0, 
n=1, 
Figura 15-34 
Como no Probl. 15.5, a tensão aplicada tem valor médio V na T- À função n = 2, 
é par e a série, portanto, contém apenas termos em co-seno, cujos coefi- 
cientes são obtidos pela integração que se segue: A série € 
V aa idan == /2 i = 30 
àS cos wt cos not d(wt) = ————— cos nnr, = 
OE Nr an e nd — nd & 2 k7 
Cos nr/2 tem valor — 1 para n = 2, 6, 10, . ..e + 1 paran = 4, 8, 12, . . . Para ' E 6 
n ímpar, cos nx/2 = 0. Entretanto, para n = 1 a expressão é indeterminada 15m(l 
e deve ser calculada separadamente. Temos: Atensão 
/2 n/2 
= 95 
di f 300 cos? ot d(wi) = 30º E + SEA zl PUU "R 
T t n2 x 2 4 2/2 2 M 
Assim, a série da tensão é: Na Fig. 
300 T 2 2 2 como as 
v= E RE cos + cos 20t — Tg cos T cos 60t — T 10 H ex 


2 ohms. 
ZI = VR? + XZ, 


= 50 uF 


' R = 2000 ohms 
igonométrica de 
, para mostrar o 


nax’ T- A função 


20, cujos coefi- 


1n/2, 


8,12,...Para 
ndeterminada 
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A impedância total do circuito em série, Z = R + jnoL, é calculada para 
cada harmônico na expressão da tensão. Os resultados constam do qua- 
dro a seguir, onde k representa 10º. 


n no R nolL IZi [o] 

0 0 2k 0 2k 0° 
1 377 2k 3,77 k 4,26 k 62º 
2 754 2k 7,54k 7,718 k 1581 
4 1508 2k 15,08 k 15,2 k 82,45º 
6 2262 2k 22,62 k 22,6k 84,92º 


Calculando os coeficientes para a série da corrente (observando os ângu- 
los de atraso), temos: 


800/7 
n=0, = 2k 5 
: 300/2 aa 
n=1, à = 426k cos (œt — 629; 
5 600/37 a 
n=2, i= 7,18k cos (Zot — 75,19 ete. 
À série da corrente é, então: 
: 300 300 Š 600 E 
i = 2 kr + 24,26 k “8 (œt — 62°) + 31,181) D cos (Zwt — 75,1°) — 
600 600 


cos (4t — 82,45º) + cos (Sot — 84,929) — ... 


T 157(15,2k) 357(22,6 k) 
A tensão no resistor de 2 k é ¿(2 k) ou: 
Ug = 95,5 + 70,4 cos (wt — 62°) + 16,4 cos (2œt — 75,1°) 

— 1,67 cos (4œt — 82,45°) + 0,483 cos (6œt — 84,92 — ... 


Na Fig. 15-35, o espectro da tensão aplicada e Vp mostram claramente 
como as amplitudes dos harmônicos ficaram reduzidas pela indutância de 
10 H em série. 
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300/7 300/7 
0 ++ n 0 l tr n 
1234567 1 2.3 4 5/6 7 
(a) (b) 
Figura 15-35 


15.15 A corrente numa indutância L = 0,01 H tem a forma de onda mostrada na Fig. 


15-36. Determinar a série trigonométrica da tensão na indutância, V, sendo 
q = 500 rad/s. 


ot 


Figura 15-36 


O valor médio da corrente é zero e a onda é par. Portanto, a série conterá 
apenas termos em co-seno. No intervalo - n < œt < 0, i = 10 + (20/1) mt; 
para 0 < œt < n, i = 10 — (20/n)œt. Temos, portanto: 


1 0 
Q=— f [10 + (20/m)wt] cos not d(œ@t) + 


—K 


+ f [10 — (20/n)ot] cos nat d(wt) 
0 


40 80 ; 
=-g z (1 — cos nn) = -7> para n ímpar, apenas. 
Tn rN 


A série da corrente é, então: 


. 80 1 1 1 
r= z? feos ot + 9 cos 3wt + 25 cos 5wt + 29 cos Tot + T 


A tensão 


15.16 Faça asi 
8 

fO =- 

T 

15.17 Faça asi 


O =5 


15.18 Faça as 


Ft) = 


15.19 Determir 
15-37 e1 


Resp.: j 
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A tensão na indutância é: 


v, = LZ = 0073] é feos ot + cos 3wt + ns cos bot + E 


. dt n | dt 9 25 
— 400 L E: Sel A 
a : sen œt 3 sen 30t 5 sen 5ot 7 sen Tot = 


A forma de onda poderia ser obtida por síntese, porém esta série difere 
daquela do Probl. 15.1 pelo sinal menos; v; é, portanto, uma onda quadra- 
ostrada na Fig. da igual à da Fig. 15-15 multiplicada por menos um. 
cia, v,, sendo 


Problemas Propostos 


15.16 Faça a síntese da forma de onda cuja série trigonométrica de Fourier é: 


N ; 

Ft) = na sen qt — a sen Jot + e sen 50t — E sen 7œt +... 

ne T 9 25 49 
15.17 Faça a síntese da forma de onda cuja série de Fourier é: 
40 1 1 

ft) = 5 — 2 (osor + 9 cos 3wt + 25 cos bot + 5 
. série conterá + z [om ot — > sen 2wt + i sen 30t — E sen 4uwi + +) 
O + (20/7) qt; i 


15.18 Faça a síntese da forma de onda da seguinte série de Fourier: 


1 1 1 1 
ft) = a = q eos ot — 3m COS 2wt + ap “OS 3o — 
1 1 
- Tr cos 4wt — r cos 6wt + 
1 2 4 
Fae F 4 sen wtf — 3x sen 2wt + 15x sen 4wt — 


15.19 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda dente-de-serra da Fig. 
15-37 e traçar o espectro de linha. Comparar com o exemplo 1. 


Resp.: Ao =y + Y [sen ora t Sen ra Sen dot +. 
Rs | 2" x 2 3 
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0 21 47 pao ME 


Figura 15-37 
15.20 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda dente-de-serra da Fig. 
15-38 e traçar o espectro. Comparar com o resultado do Probl.15.3, 


Resp.: Hb = a sen qt + > sen 2wt + i sen Jwt + i sen 4œt + e 


Figura 15-38 


15.21 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a forma de onda da Fig. 15-39 
e traçar o espectro. 


A -4V 1 ua 5 
Resp.: Hb = je l cos mt + g CoS Bot + 25 cos 5wt + E 


ma sen ot + Lison Saia L sen 5ot +... 
T 3 5 


V 


Figura 15-39 


15.22 Determin: 
o espectri 


Resp.: K 


15.23 Determin: 


Figs. 15-4 
Resp.: 
5 
Alb = 5; 
5( 
Sad = 5 


15.24 Determini 
ficada da 
dos Probl 


le-serra da Fig. 


13. 
14mt + 2 
ada Fig. 15-39 
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15.22 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda da Fig. 15-40 e traçar 
o espectro. Comparar com o resultado do Probl. 15.1. 


Resp.: AB = = l cos ot — i cos 3wt + i cos 5wt — 1 cos 7wt + a 


Figura 15-40 


15.23 Determinar as séries trigonométricas de Fourier para as ondas mostradas nas 
Figs. 15-41(a) e (b). Traçar os espectros respectivos e compará-los. 
Resp.: 


JO = 5 + ï e (sen o cos not + Ba- cos 15) sen not | 


n=1 


Sad = so +5 o (sen en, cos not + Ra E cos EE) sen not | 
n=1 
10 
ot 
0 I/12 2x 
(a) 
10 
ot 
0 5w8 27 4x 
(b) 
Figura 15-41 


15.24 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a meia onda senoidal reti- 
ficada da Fig. 15-42 e traçar o espectro. Comparar a resposta com os resultados 
dos Probis. 15.5 e 15.6. 
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Resp.: 15.27 Determin: 
id x 2 .2 2 T Resp.: 
JD = z fi + 2 cos qt + 3 cos 2wt 15 cos 4wt + 35 cos 6wt a 
so =X 
2T 
PA 
Figura 15-42 
15.25 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda completa senoidal 
retificada da Fig. 15-43 e traçar o espectro. 
: -2V 2 aia 2 2 
Resp.: Kì = = fi + 3 cos 2wt 15 cos 4ot + 35 cos 6wt T E 
15.28 Determin 
V- 
com a dc 
Resp.: 
ot y 
0 T 2r AB = 2 
Figura 15-43 
+ x sen 
15.26 A onda da Fig. 15-44 é semelhante à do Probl. 15.25, com a posição do eixo zero 4 
modificada. Determinar a série de Fourier e comparar os dois resultados. 
E LVA E -2 2 a 
Resp.: At) = = p 3 cos 2t 15 cos 4ot + 35 cos 6wt e 
V- 
0 mé 7 
T 27 3 15.29 Determir 
especirc 
Figura 15-44 


métrica, 


60t — o 


pleta senoidal 


Ri 


ão do eixo zero 
ultados. 


tme) 
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15.27 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda da Fig. 15-45. 


Resp.: 
V V z V 

HO = a cos qt ie qe FA (cos im + n sen m2) cos not + 
+ Y sen of + 2 ko sen not 


2r 


Figura 15-45 


15.28 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda da Fig. 15-46. Somá-la 


com a do Probl. 15.27 e comparar o resultado com a série obtida no Probi. 15.5. 
Resp.: 


V V[n sen m/2 — 1] 


v os 
== spo COS WI + cos nwi 

AD = or t pr CSO z EE r 

+ v sen ot + > Vn cos m/2 sen not 


4 a(i - ô) 


n=2 


Figura 15-46 


15.29 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-47 e traçar o 


espectro. Transformar os coeficientes obtidos em coeficientes da série trigono- 
métrica, escrever esta série e compará-la com o resultado do Probi. 15.4. 
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Resp. : 


a CAo a raio elo reparos (A pa EE gd 
-vf -fz i)” im? mag omi GAE 


15.32 Determinar : 


V: . 15-50 e traç 
da série trig: 
obtida no Pr 

0 ot Resp.: 

T 2x 37 
p= vi. 
Figura 15-47 
1 
15.30 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-48 e traçar o 
espectro. 
Resp.: 


1 1 al 1 4 i 1 
2 A jL lgkot , jL opor, |L Ijot, À 
ai [set n a (E size tae 


1 E -1 1 1 E 
+|- jalo -j P +| jota... | 15.33 Determinar 
E zz) 4r 9r? ` 6r espectro. Ti 
Probi. 15.2€ 
; cientes da s 

V Resp.: 
À HD=V | 

W 
0 T 2x 3n 


Figura 15-48 


15.31 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda quadrada da Fig. 15-49 e 
traçar o espectro. Somar as séries exponenciais dos Probls. 15.29 e 15.30 e 
comparar a soma com a série aqui obtida. 

Resp.: 


24 ; E pp 1 Sus Aii 
= — gil et, —— jaot _ j— abot _ 
JÐ Visião oe is ne lar º a 


je SA 


5-48 e traçar o 


e + 1 + 


la Fig. 15-49 e 
29 e 15.30 e 


= 
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(A 
0 T 2n 3x 


Figura 15-49 


15.32 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda dente-de-serra da Fig. 


15-50 e traçar o espectro. Transformar os coeficientes obtidos em coeficientes 
da série trigonométrica, escrever esta série e comparar o resultado com a série 
obtida no Probl. 15.19 


Resp.: 
p) =V + ji era + ji griat jo 1 E fe est Ts jet got AR 
PAE 4x 2n 2 2n An T 
V 
0 2x 4x 6x o 
Figura 15-50 


15.33 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-51 e traçar o 


espectro. Transformar os coeficientes da série trigonométrica encontrada no 
Probi. 15.20 em coeficientes da série exponencial e compará-los com os coefi- 
cientes da série aqui obtida. 

Resp.: 


41 E qa uai 1 
= jo got ilatot + pot — ao 
AÐ il izt iz +t jt tiz” Ta 


Figura 15-51 
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— 15.34 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-52 e traçar o 
espectro. Transformar os coeficientes para a série trigonométrica, escrever esta 
série e compará-la com a obtida no Probl. 15.21. 
Resp.: 


Hb = v{ ear Es - a (e Sa 


Rereata CU RR a 
Eee egos) 


die 


15.37 Determinar 


V- da Fig. 15- 
ver essa sé 
Resp.: 
ot 
T 2n 3z 
$ DE 
—V- | 
Figura 15-52 | 


15.35 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda quadrada da Fig. 15-53 e 
traçar o espectro. Transformar os coeficientes da série trigonométrica do Probl. i 
15.22 para a série exponencial e compará-los com os coeficientes aqui obtidos. 
Resp.: 
aa = E E + Lobo l gto y gi eot l opaty À got = 
É É 2 3 2 15.38 Determinar 


traçar o es; 
V- 3 
Resp.: AÐ 
ot 
0 2x 
—V 
Figura 15-58 
15.36 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-54 e traçar o 
especiro. 
Resp.: 
V —2r v n) V 
= —— É | gPa + oht , + 
fd =... ae sen [Ee q cen [Fe E 


5-52 e traçar o 
1, escrever esta 


da Fig. 15-53 e 
étrica do Probl. à 
's aqui obtidos. 


got a, | 


5-54 e traçar o 
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Y x jot V 2n ot 
+ sen ae + om Sen Se +... 


Figura 15-54 


15.37 Determinar a série exponencial de Fourier para a meia-onda senoidal retificada 


da Fig. 15-55. Transformar seus coeficientes para a série trigonométrica, escre- 
ver essa série e compará-la com o resultado do Probi. 15.24. 
Resp.: 
Vo V V V V ; V V 
E Eis ot yot jot , + jot Pot dot 
HD =... O Eq E poe oe aaRS aa 


Figura 15-55 


15.38 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda completa da Fig. 15-56 e 


traçar o espectro. 
2V Amt + 2V pot + 2V + 2V a pot ss 2V mat PSE 


Resp.: HD =... — IE 3n x 3r 157 
V- 
at 
0 i 2m 
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15.39 


15.40 


15.41 


15.42 


15.43 


15.44 


Calcular a tensão eficaz, a corrente eficaz e a potência média fornecidas a uma 
estrutura passiva sendo V = 200 + 100 cos (500t + 30°) + 75 cos (1500 + 60°) a 
tensão aplicada e i = 3,53 cos (500t + 75") + 3,55 cos (1500 + 78,45") a corrente 
resultante. 

Resp.: 218,5 V; 3,54 A; 250,8 W 


Uma tensão v = 50 + 25 sen 500t + 10 sen 1500t+ 5 sen 2500t é aplicada nos 
terminais de uma estrutura passiva e a corrente resultante é | = 5 + 2,23 sen 
(5001 — 26,6") + 0,556 sen (1500t — 56,3") + 0,186 sen (25001 — 68,2"). Deter- 
minar a tensão eficaz, a corrente eficaz e a potência média. 

Resp.: 53,6 V; 5,25 A; 276,5 W. 


Um circuito em série de três elementos com R = 5 ohms, L = 0,005He C=50 
HF tem uma tensão aplicada v = 150 sen 1000t + 100 sen 2000t + 75 sen 3000t 
Determinar a corrente eficaz e a potência média. Traçar os espectros da tensão 
e da corrente e notar o efeito da ressonância série. 

Resp.: 16,58 A; 1374 W. 


Em um circuito em série de dois elementos, com R = 10 ohms e L = 0,02 H, a 
corrente é i= 5 sen 100t + 3 sen 300t + 2 sen 500L Determinar a tensão eficaz 
aplicada e a potência média. 

Resp.: 48 V; 190 W. 


A onda triangular de corrente da Fig. 15-57, onde œ = 500 rad/s, existe em uma 
indutância pura L = 0,01 H. Determinar a série exponencial de Fourier para a 
corrente e achar a expressão da série para a tensão na indutância, v,. Comparar 
a resposta com o resultado do Probl. 15.8. 


Resp.: vy, = 5 | me i$ EPH jat 4 jety ia a + e 


10)" 


ot 


Figura 15-57 


Uma tensão com a forma de onda da Fig. 15-58 está aplicada em uma indutância 
pura L = 0,01 H. Determinar a série da corrente na forma trigonométrica e 
identificar a forma de onda da corrente. 


Resp.: | = 


15.45 A Fig. 15-E 
aos termin 
rad/s. Em 
indutor e n 


Resp.:i = 


15.46 Um circuit 
combinaçã 
pondentes 
1000t, det 
Resp.:i=' 


mrnecidas a uma 
3 (1500 + 60) a 
1,45") a corrente 


t é aplicada nos 
= 5 + 2,23 sen 
— 68,2). Deter- 


005HeC=50 
+ 75 sen 3000t. 
ctros da tensão 


eL=-0,02H,a 
a tensão eficaz 


existe em uma 
Fourier para a 
a, v, Comparar 


uma indutância 
igonométrica e 
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.j. 20 za Eis Es 
Resp.: i = [sen ot 9 sen 3ot + 25 sen 5ot 49 sen 7œt + g 


Figura 15-58 


15.45 A Fig. 15-59 apresenta uma onda completa senoidal retificada, suposta aplicada 
aos terminais de um circuito LC. O valor máximo da tensão é 170 Ve œ = 377 
rad/s. Empregar a série trigonométrica de Fourier e determinar a tensão no 
indutor e no capacitor. Traçar o espectro de cada uma. 


| «ij. 20 a M SE 
Resp.: i = z [ser ot 9 sen 3wt + 25 sen 5wt 19 sen 7œt + a 
U 
10 
ot 
0 n 2r 
Figura 15-59 


15.46 Um circuito de três elementos é constituído por R = 5 ohms em série com uma 
combinação em paralelo de L e C. Com œ = 500 rad/s as reatâncias corres- 
pondentes são j2 e —j8. Sendo a tensão aplicada v = 50 + 20 sen 500t + 10 sen 
1000t, determinar a corrente total. 

Resp.: i = 10 + 3,53 sen (500t— 28,1"). 


| Capítulo 16 


MAKRON TRANSITÓRIOS 
EM CIRCUITOS 


Introdução 


Quando um circuito é comutado de uma condição para outra, seja por 
uma mudança da tensão aplicada, seja por uma variação em um dos elementos 
do circuito, ocorre um período de transição, durante o qual as correntes nos 
ramos e as quedas de tensão variam de seus valores iniciais para novos valores. 
Depois desse intervalo de transição, chamado de transitório, diz-se que o cir- 
cuito atinge o estado estacionário. 


A aplicação da lei de Kirchhoff para as tensões a um circuito que 
contenha elementos capazes de armazenar energia resulta em uma equação 
diferencial que pode ser resolvida por diversos métodos. Tal solução consta de 
duas partes, a função complementar e a solução particular. Para as equações na 
análise de circuitos, a função complementar sempre tende a zero em um período 
de tempo relativamente curto e constitui a parte transitória da solução. A 
solução particular é a resposta em estado estacionário que foi o objeto de nossa 
atenção nos capítulos anteriores. 


Os métodos por meio dos quais a solução particular é obtida neste 
capítulo são, geralmente, longos e trabalhosos e não tão diretos como os méto- 
dos anteriormente usados. Entretanto, pela aplicação desses métodos, obtém-se 
o significado físico da resposta em estado estacionário, completando à resposta. 
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Transitóri. 


O cira 
aplicada, ao se 
seguinte equaç 


Reagn 
A equ: 
tipo: 
onde D = d/dx, 


A solução con 
particular, é: 


onde c é uma € 
ções iniciais. É 
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outra, seja por 
dos elementos 
correntes nos 
novos valores. 
z-se que o cir- 


n circuito que 
uma equação 
ução consta de 
as equações na 
em um período 
da solução. A 
ibjeto de nossa 


é obtida neste 
como os méto- 
odos, obtém-se 
ido a resposta. 
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Transitórios em Corrente Contínua 


Transitório RL 


O circuito RL em série da Fig. 16-1 fica com uma tensão constante V 
aplicada, ao se fechar o interruptor. A lei de Kirchhoff para as tensões dá a 
seguinte equação diferencial: 


Ri+LË =V (1 


Reagrupando e empregando o operador D = d/dt, vem: 


T+ 
l L 


Figura 16-1 
REV 
(D + L” Pro L (2) 
À equação (2) é uma equação diferencial linear de primeira ordem do 
tipo: 
dy z a 
de W=R ou (D -ay =R (3) 


onde D = d/dx, a é uma constante e R pode ser uma função de x, mas não de y. 
A solução completa de (3), composta da função complementar e da solução 
particular, é: 


Y =y, +y = cett + e% | eœ Rd (4) 


onde c é uma constante arbitrária, determinada com o conhecimento das condi- 
ções iniciais. Pela equação (4) a solução de (2) é: 


i = it y o (R/L f o@/L% | dt = ce R/Di 4 u (5) 
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Para determinar c faz-se t = O em (5) e substitui-se į pela corrente 
inicial i,. Essa corrente inicial é a corrente imediatamente após o fechamento 
do interruptor. A tensão e a corrente ligam-se à indutância pelas relações v = L 
dildt e i = 1/L Í vdt. A segunda expressão nos assegura que, seja qual for a 
tensão aplicada, a corrente em um indutor deve ser uma função contínua. Como 
a corrente era nula em t = 0 —, deve ser nula, também, em ż = 0 +. Substituindo 
em (5), temos: 


ig = 0 = e(1) + V/R ou ¢ = -V/R (6) 


Substituindo esse valor de c em (5), vem: 
paa u e (R/Lit ¥ r = T a SE EBD (7) 


Este tipo de equação é uma exponencial crescente, como mostra a Fig. 16-2. 


Figura 16-2 


O traçado mostra o período de transição, durante o qual a corrente se 
ajusta, desde o seu valor inicial zero, ao valor final V/R, o estado estacionário. A 
constante de tempo* 1 de uma função tal como (7) é o tempo que faz o expoente 
de e igual à unidade. Assim, para o circuito RL, a constante de tempo é t= L/R 
segundos. Para 11 a quantidade que figura entre parêntes em (7) tem para 
valor (1-e-1) = (1 — 0,368) = 0,632. Decorrido esse tempo, a corrente é 63,2% do 
seu valor final. Do mesmo modo, para 27, (1-e 2) = (1 — 0,135) = 0,865. E a 
corrente é 86,5% de seu valor final. Decorridos 5 t, geralmente, considera-se 
terminado o regime transitório. Por conveniência, usa-se a constante de tempo 
como unidade para representação gráfica da equação (7) da corrente. 


* N. R. Em alguns exercícios o autor costuma abreviar “Constante de Tempo” por CT. 
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porém com a n 
Kirchhoff, dura 


pela corrente 
. o fechamento 
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antínua. Como 
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(6) 


(7) 


stra a Fig. 16-2. 


. a corrente se 
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faz o expoente 
npoétT=L/R 
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Outro exemplo: no decréscimo exponencial da Fig. 16-3, cuja equação é: 

FO = Ac (8) 

onde a constante de tempo (tempo que torna unitário o expoente de e) é t = aí 
para tT = 1, tem-se e! = 0,368, isto é, a função reduziu-se para 36,8% do seu 


valor inicial A. Para t = 2, e? = 0,135 e a função é 13,5% de A. Após 5 1, 
considera-se terminado o regime transitório. 


A 
Ae - at 

0 T T T T T 
1 2 3 4 
Figura 16-3 


As tensões transitórias nos elementos do circuito RL são obtidas a 
partir da corrente. Assim, a tensão no resistor é: 


vp = Ri = VL - e€») (9) 
e a tensão no indutor é: 
di d |V 
E eea E A RD À — o AR/D 
Uy, Lx Lã E {q-e | Ve ) (10) 


A tensão transitória no resistor cresce com a mesma constante de 
tempo que a corrente, enquanto a tensão no indutor cai exponencialmente, 
porém com a mesma constante de tempo. A soma de vp e v; satisfaz à lei de 
Kirchhoff, durante o período transitório. Ver a Fig. 16-4 


Figura 16-4 
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vp +v, =V- e R/L) + Ve- R/L* -= V (1) 


A potência instantânea em qualquer elemento de circuito é dada pelo 
produto da tensão pela corrente. Assim, a potência no resistor é: 


Pp = Vpi = va E ELA) r (1 ps e RL) = 


v2 


= a se DeR/D + e AR/LA (12) 


e na indutância: 
E o raio RARAS NO _ (R/L) — y2 AR/DX _ „-2(R/L}t 
Pp = Vri = Ve R (1-e = RE e ) (18) 


A potência total é, então: 
Pr = Pr * Pp = Ea — e P/I) (14) 


A Fig. 16-5 mostra essas três funções, onde pp e py têm VR ou PR 
para o valor estacionário, enquanto 1 é o valor estacionário da corrente. À 
potência transitória na indutância tem zero para os valores inicial e final, e é a 
potência que responde pela energia armazenada no campo magnético da bobi- 
na. Verifica-se isso integrando p, desde zero ao infinito. 


j TY v] L L 
= VE ABRIL o UR/LX - V |_E R/L , E o-2R/Lit 
WwW o R (e e )dt R Rº + 2R * 


(15) 


Figura 16-5 


No circuito RL da Fig. 16-6, existe uma corrente inicial i} = V/R. 
Quando £ = 0, o interruptor é deslocado para a posição 2, desligando a fonte e, 


ao mesmo temr 
da lei de Kirch! 
equação: 


cuja solução é: 


Parat 
a equação da c 


A Fig 
pondentes na 


mostradas na 
tensão aplica 


tâneas pp =- 


Integrando-se 
tamente aque 


transitório an 


essa energia é 


as 


ito é dada pelo 


(2) 


-BR/Dy (13) 


(14) 


im V?/R ou PR 
da corrente. A 
ial e final, eé a 
mético da bobi- 


5 a 


(15) 


úcial i = V/R. 
rando a fonte e, 
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ao mesmo tempo, pondo em curto-circuito o ramo de R e L em série. A aplicação 
da lei de Kirchhoff para as tensões ao circuito, agora livre da fonte, resulta na 
equação: 


FED Bj 
LãthRi=o0 ou pezf-o (16) 
cuja solução é: i = ce ®/D 47 


Figura 16-6 


Para t = 0, a corrente inicial é 1, = V/R. Substituindo em (17), c = V/R e 
a equação da corrente é: 


i = Y eray (18) 


A Fig. 16-7a) é a representação dessa equação. As tensões corres- 
pondentes na resistência e na indutância são: 


vp = Ri = Ve AX e v = EE = -Ve R/L% (19) 


mostradas na Fig. 16-7(b). A soma vp + v, satisfaz à lei de Kirchhoff, já que a 
tensão aplicada é nula com o interruptor na posição 2. As potências instan- 


tâneas pp = e p, = -Y eat L% são mostradas na Fig. 16-7(c). 


Integrando-se p, de zero ao infinito, verifica-se que a energia liberada é exa- 
tamente aquela que foi armazenada no campo magnético durante o período 


ve e UR/LX 
R 


transitório anterior, isto é, = LI. Durante o período transitório de decréscimo, 


essa energia é transferida ao resistor. 
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V 
R 


4 

v? 
R 

Pr 

0 T 
2 3 

PL 
Mis 
R 

(c) 
Figura 16-7 


Transitório RC 


Da aplicação da lei de Kirchhoff para as tensões ao circuito em série RC 
da Fig. 16-8 resulta a seguinte equação diferencial: 


1 s à 
à fid+ri=v (20) 
e, após diferenciação, temos: 
a Adro 
ctêg! ou (D + RETO (21) 


A soluç 
complementar, : 


Para de 
t=0,Rig=V a 
c = VIR. Então: 


Para o 


À equa 
como mostra a . 


As tens 


e estão represe: 


Prel 


A potê 
pela energia qu 
Pç desde zero a 


o em série RC 


(20) 


22 
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Figura 16-8 


A solução dessa equação homogênea é constituída apenas pela função 
complementar, pois a solução particular é zero. Assim, temos: 


i = cot'RC (22) 


Para determinar a constante c, observa-se que, na equação (20), para 
t=0,Rig=V ouiy=V/R. Substituindo o valor de i, em (22), tem-se, para t = 0, 
c = VIR. Então: 


2 V ARC 
= 7º (23) 
Para o circuito RC, a constante de tempo é t = RC segundos. 


A equação (23) tem para representação uma exponencial decrescente, 
como mostra a Fig. 16-9(a). 


As tensões transitórias correspondentes são: 


vp = Ri = Ve*RC 


Va — etRC) (24) 


Uc = & Í idt 
e estão representadas na Fig. 16-9(b). As potências instantâneas são dadas por: 


v? —28/RC 


pre vpi 2 R? +/RC et RC) (25) 


o V 
e Po=td="pte 


A potência transitória pç, de valores inicial é final nulos, é responsável 
pela energia que é armazenada no campo elétrico do capacitor. A integração de 
Pç desde zero até o infinito verifica essa afirmativa: 


e= j W (esmo Spore dt = 5 cv? (26) 
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e) = 


Figura 16-9 


O interruptor do circuito em série RC da Fig. 16-10 é mantido na 
posição 1 por um tempo suficiente para o estabelecimento do regime estacioná- 
rio e, no instante t = 0, é mudado para a posição 2. Nessa situação, a equação do 


circuito é: 

1 j 

© f idt + Ri=0 
ou 

Te 
(D + RO 1=0 
cuja solução é: 
= asno 


Figura 16-10 


(27) 


(28) 


Para d. 
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polaridade indi: 
então, iy =-V/H 


A Fig. 
transitórias cor 
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à lei de Kirchh: 
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aparecem na F 
que a energia 


esse transitóri 
infinito, result. 


-Vj 
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zime estacioná- 


10, a equação do 


(27) 


(28) 


Transitórios em circuitos 499 


Para determinar a constante c faz-se t = O em (28) e substitui-se a 
corrente inicial i} Como o capacitor é carregado a uma tensão V, com a 
polaridade indicada no diagrama, a corrente inicial, na situação 2, é oposta a i; 
então, 1, = —V/R. Logo, c = —V/R e a corrente é: 


RE -E et RO (29) 


A Fig. 16-11(a) representa esse transitório decrescente. As tensões 
transitórias correspondentes nos elementos de circuito são: 


vp =Ri=-VetBC e vg= E E dt = Vero (30) 


e estão representadas na Fig. 16-11(b). Observe-se que vp = vo = 0, satisfazendo 
à lei de Kirchhoff, uma vez que não há tensão aplicada, enquanto o interruptor 
está na posição 2. As potências transitórias 


Pr = Ugi a Vero èé P= voi = -X gne (81) 
aparecem na Fig. 16-11(c). Não há fonte responsável por pp, porém é evidente 
que a energia armazenada no capacitor se transfere para o resistor, durante 
esse transitório. Deixa-se ao leitor a integração de po entre os limites zero e 
infinito, resultando em —1/MCV?). 


ei 


y? 
R 

Pr 

ea 0 t 
2 3 

Pe 
2 
R 


(e) 


Figura 16-11 
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Carga no Transitório RC 


Algumas vezes é conveniente, num circuito em série RC, conhecer a 

equação que representa a carga transitória q. Como a corrente e a carga estão 

“relacionadas por i = dg/dt, pode-se, se necessário, determinar i por diferencia- 
ção. 


Figura 16-12 
O capacitor da Fig. 16-12 carrega-se com a polaridade indicada, já que 
q tem o mesmo sentido de i na Fig. 16-8. A equação do circuito em função da 
corrente 


ER y 
t fid+ri=v (32) 


pode ser escrita em função da carga, fazendo-se i = dq/dt. Assim, 


g dg VER VE Cad 
ae REg V ou [P + Ro = (33) 


Empregando o método descrito na obtenção da equação (5), a solução 


Fa 


q = cot'EC + CV (34) 
Parat=0, a carga inicial no capacitor é qo = 0 e, portanto: 
qo =0=¢(1)+CV o c=-CVY (35) 
Substituindo esse valor de c em (34), obtém-se: 
q = CV e) (36) 


A carga cresce exponencialmente para um valor final VC. Assim, se um 
circuito decrescente, como o da Fig. 16-10, é analisado, sob o ponto de vista da 


carga, conclui-se 
com a equação: 


As funç: 
estão traçadas 1 
Fig. 16-13(6). Cı 
t(+4), enquanto . 


Transitóric 


Aaplic: 
da Fig. 16-14 co 


RC, conhecer a 
ea carga estão 
por diferencia- 


ndicada, já que 
) em função da 


(82) 


(33) 


o (5), a solução 


(34) 
to: 
(35) 


(36) 


' Assim, se um 
ato de vista da 
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carga, conclui-se que a carga cai exponencialmente, desde o valor CV, de acordo 
com a equação: 


q = CVev'RC (37) 


Às funções representativas do crescimento e do decrescimento da carga 
estão traçadas na Fig. 16-13(a) e as correntes correspondentes aparecem na 
Fig. 16-13(h). Como a carga deve ser uma função contínua, q = CV para t(-) e 
t(4), enquanto i= 0 para t(--) e para t(+) tem valor — V/R. 


Figura 16-13 


Transitório RLC 


A aplicação da lei de Kirchhoff para as tensões ao circuito RLC em série 
da Fig. 16-14 conduz à seguinte equação: 


Ri+rLË+ 4 fidt=V (38) 


Figura 16-14 
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Diferenciando, obtém-se: 


SOO (D? + ÈD + ggi = 0 (39) 


Esta equação diferencial linear de segunda ordem é homogênea e tem 
solução particular nula. A função complementar pode ser qualquer dos três 
tipos, dependendo das amplitudes relativas de R, L e C. Os coeficientes na 
equação característica D? + (R/L) D + 1/LC = 0 são constantes e as raízes da 
equação são: 


„ R/L + N(R/I3 — 4/10 É -R/L — WRZL — 4/LC (40) 
2 E 2 


D, D, 


Fazendo q = -R/2L e B=NR/2L) — 1/LC, temos: 
D; =@+ß e D ,=0-ß (41) 


O radicando de ß pode ser positivo, nulo ou negativo e a solução será 
superamortecida, criticamente amortecida ou subamortecida (oscilatória). 


Caso 1 (R/2L2>1/LC.D, e D, são raízes reais e desiguais, produzin- 
do o superamortecimento. A equação (39) pode, então, ser escrita, e a corrente 
será: 


[D — (o + BH [D — (a — B)li = 0 (42) 
i= eet + ee- ou i= eee + cet) (43) 


Caso 2 (R/2L? = 1/LC. As raízes D, e D, são iguais, resultando o caso 
de amortecimento crítico. Pode-se escrever a equação (39) como: 


(D-oXD- oi =0 (44) 
A solução é: 
i= ec, + co) (45) 


Caso 3 (R/2L)2<1/LC. As raízes D, e D, são complexos conjugados; a 
solução é subamortecida ou oscilatória. Fazendo B = V1/LC - (R/2Lj) e a 
como anteriormente, a equação (39) se torna: 


LD — (a + 3B)1 LD — (o — 5) = O (46) 


A soluçã 


Em tode 
valor final é ze 
relativamente c 
valor inicial nul 


Transitóric 


Transitóri. 


Ao fect 
tensão senoidal 
instante do fec 


=0 (39) 


nogênea e tem 
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e as raízes da 


(41) 


a solução será 
cilatória). 


ais, produzin- 
a, e a corrente 


(42) 
Bt (43) 


sultando o caso 


(44) 


(45) 


3 conjugados; a 
- (R/29L2 e a 


(46) 
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A solução é: 
i = ec, cos Bt + c, sen Pi) (47) 


Em todos os casos, a corrente contém o fator e” e, como & = —R/2L, o 
valor final é zero, assegurando que a função complementar cai num tempo 
relativamente curto. Os três casos estão representados na Fig. 16-15 com o 
valor inicial nulo e a inclinação positiva nesse instante. 


(a) Caso 1 


(b) Caso 2 (c) Caso 3 


Figura 16-15 
Transitórios em Corrente Alternada 


Transitório RL Senoidal 


Ao fechar-se o interruptor do circuito RL da Fig. 16-16, aplica-se uma 
tensão senoidal. A função tensão poderia estar em qualquer ponto do período no 
instante do fechamento do circuito. Portanto, o ângulo de fase 4 pode ter | 
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qualquer valor desde O a 2x rad/s. Aplicando-se a lei de Kirchhoff para as 
tensões, obtém-se a equação: 
di 


Ri + Ly = V nax Sen (ot + 4) ou 


RY e Va 
G + j =", sen (ot + 0) (48) 


v= | 
Voa Sen (wE + 6) 


Figura 16-16 


A função complementar é iç = ce BID e a solução particular é: 


V 
i, = eR/LX ferro Ts sen (wt + 0) dt = 


V 
= VET T sen (œt + ọ — arc tg @L/R) 


A solução completa é: 


V 
i=ioti,= cet 4 TRT IE sen (œt + 4 — arctgwL/R) (49) 


À indutância impede qualquer variação brusca da corrente; e como, 
antes de se fechar o interruptor, a corrente era nula, segue-se que to = 0. Então, 
para £ = 0, temos: 


V. 
ip = 0 = (1) + AIE sen () — arc tg @L/R) e 


-V 
ce = —— = — sen(y — arc tg oL/R) 
VR? + œL? s a 


Substi: 


A prim 
relativamente 
amplitude dep 
(dy — arc tg œ 


vai diretament 
o transitório te 


A segu 
de arc tg (0L/ 
por integração 
O método se : 
exponencial, F 
funções semel 
membro é V aa 


onde À e B sãc 


Subst: 


ŽAG 


hhoff para as 
(48) 

ular é 

0L/R) (49) 


ente; e como, 
ig = 0. Então, 
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Substituindo em (49), a corrente fica: 


-V 
i = e/BRX | MET sen (9 — arc tg oL/R) | + 
V max 
+ JR qi sen (ot + & — arc tg oL/R) (50) 


A primeira parte de (50) contém o fator e *'1! que se anula em tempo 
relativamente curto. A expressão entre colchetes é de uma constante cuja 
amplitude depende do instante no ciclo ọ em que se fecha o interruptor. Se 
(b — are tg oL/R) = nx, onde n = 1, 2, 3, ..., a constante é nula e a corrente 
vai diretamente para o regime estacionário. Se (4 — arc tg ~ = (1+ 2n)n/2, 
o transitório terá a maior amplitude possível. 


A segunda parte de (50) é a corrente em regime estacionário, atrasada 
de arc tg (wL/R) em relação à tensão aplicada. Esta solução particular, obtida 
por integração, pode ser encontrada pelo método dos coeficientes a determinar. 
O método se aplica quando a função introduzida é senoidal, co-senoidal ou 
exponencial, pois, para tais funções, as diferenciações sucessivas originam 


funções semelhantes. Para aplicar o método à equação (48), cujo segundo 
membro é V aax Sen (wt + 4), admitimos uma corrente particular dada por: 


i, = A cos (œ + 0) + B sen (gt + q) (51) 
onde 4 e B são constantes. A primeira derivada é, então: 
”, = -Ao sen (œ + 4) + Bo cos (mt + 0) (52) 


Substituindo essas expressões de L e t, em (48), obtemos: 
-A o sen (wt + 9) + Bo cos (@t + 6) 


(53) 


max 


L 


+ EA cos (mt + &) + B sen (ot + 4) = sen (@ + 0) 
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Reunindo os termos semelhantes, temos: 
(Ao + BR/L) sen (œt + 6) + (Bo + AR/L) cos (mt +06) = 
(54) 


V aat 
=, sen (mt + 0) 


Igualando, agora, os coeficientes dos termos semelhantes obtemos duas 
equações em A e B, a saber: 


-Ao + BRIL =V dl e Bo+ARIL=0 (55) 
EA A RV a (56) 
ac e E 


Substituindo esses valores na equação (51), a corrente particular fica: 


LV. 
3 COS (Wi + 0) + 


f m: 
= FÊ + qi 22 sen (wt + 0) (57) 


RV 
R2 +w 


; V (58) 
ou i, = RA sen (œt + q — arec tg wL/R) 


que é a mesma solução particular obtida anteriormente por integração. 


Transitório RL Senoidal 


O circuito RC da Fig. 16-17 fica com uma tensão senoidal aplicada, ao 
fechar-se o interruptor. Aplicando-se a lei de Kirchhoff, obtém-se: 


Ri + ã Í idt = V aax Sen (mt + 0) (59) 


Difere 


A fung 


e a solução pa 
minar, é dada 


A solu 


Para 


corrente inicia 


t = 0, obtém-se 


ou c= 


(54) 


“obtemos duas 
(55) 


(56) 


articular fica: 


+ 4) (57) 


(58) 


al aplicada, ao 


(59) 
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Diferenciando e empregando o operador, obtém-se: 


1), _ Vna 
[p + zo! ="R o (mt + 4) (60) 


E : 


v= 
Van Sen (wt + 4) j 
c 
Figura 16-17 
A função complementar é: 
E E (61) 


e a solução particular, obtida, seja integração, seja pelos coeficientes a deter- 
minar, é dada por: 


E Vias 
l = JR i aoan (wt + & + arc tg 1/0CR) (62) 


A solução completa é: 


V 
pa RO VR T (007 SM (mt + bọ + arc tg 1/0CR) ` (63) 


Para determinar a constante c, façamos t = O na equação (59). A 


V 
corrente inicial fica i, = R sen 4. Substituindo na equação (63) e fazendo-se 


t=0, obtém-se: 


max 
R 


Viat 
sen 4 = c(l) + TRE (1/00) MR (ọ + are tg 1/0CR) (64 


max 


V 
= = = 1/oCR) (6 
ou c R Sm $ R? = (1/007 sen (þ + arc tg 1/œ@CR) (65) 
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Substituindo esse valor de c em (63), obtém-se a corrente completa: 


i = et'RC Vimax sen 4 — RD (9 + arc tg 1/0CR) |+ 
R VRÈ + (1/00 


V. 
+ BET T sen (wt + 4 + arc tg 1/0CR) (66) 


O primeiro termo é o transitório com o fator de decrescimento e *'RC. Os 
termos entre colchetes constituem uma constante. O segundo termo é a cor- 
rente em regime estacionário, adiantada de arc tg (1/yCR) em relação à tensão 
aplicada. 


Transitório RLC Senoidal 


Ao fechar-se o interruptor do circuito série RLC da Fig. 16-18, aplica-se 
uma tensão senoidal. A equação que se obtém é: 


Rr RUE A 
Ris LG + o J idt = Vo sen (œt + ġ) e 


v= 
Va Sen (wt + 0) 


Figura 16-18 


Diferenciando e introduzindo o operador, obtém-se, portanto: 


R Ar oV. 
2 a max 
(D + LP + 10i =, eos (ot + 0) (68) 


A solu 
como se segue. 
a ei” e subsi 
encontrados ig 
anteriormente 
senoidal simpl 


ip = JRF 


A funi 
examinada ar 
amortecido ou 


Caso 
caso de super 


B = W(R/2L} 


RE 


Caso 
caso de amort 


Ta 


Casa 
do-se o caso d 


: completa: 


/@CR) | + 
(66) 


anto e*/ FC. Os 
ermo é a cor- 
ação à tensão 


1-18, aplica-se 


(67) 


nto: 


(68) 
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A solução particular é obtida pelo método dos coeficientes a determinar, 
como se segue. Faz-se i = À cos (œt + 4) + B sen (œt + 4). A seguir, calculam-se 
P, ei” e substituem-se os resultados na equação (67). Os valores de A e B são 
encontrados igualando-se os coeficientes dos termos semelhantes, como se fez 
anteriormente no caso do circuito RL. Exprimindo o resultado como uma função 
senoidal simples, a solução particular fica: 

V 


i= Tam (1700 ToL sen jo + ọ + arc ig 


eC- oL) ) (69) 


A função complementar é idêntica à do circuito em série RLC em CC, já 
examinada anteriormente, cujo resultado era superamortecido, criticamente 
amortecido ou oscilatório, dependendo de R, L e C. 


Caso 1 (R/2L) > 1/LC. As raízes são reais e desiguais, acarretando o 
caso de superamortecimento. D} = & + Be D, = a —B, sendo a = — R/2L e 
B =VYR/2L) — 1/LC. A solução completa é dada por: 


i = ec e” + cae ™) + 


V 


max 


RT A 1/00 ERRO sen jo + 4 + arc tg 


(mc - E (70) 


Caso 2 (R/2L) = 1/LC. As raízes são reais e iguais, produzindo-se o 
caso de amortecimento crítico. A corrente completa é: 


i=eHc, + ct) + 


Ve Vaol 
RT o0 — ap “ei [o PRESE -a ) (20) 


Caso3 (R/2L) <1/LC. As raízes são complexos conjugados, produzin- 
do-se o caso de oscilação. A corrente completa é: 


i = ec, cos Bt + c, sen Bt) + 


Pas sen lwt + d + are t ido Ca O, 
VR? + (1/0€ — oL} g R 
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onde B = V1/LC — (R/215)2. (72) 


As soluções particulares das equações (70), (71) e (72) são iguais, ao 
passo que a corrente transitória, dada pela função complementar, difere em 
cada caso. No caso 3, por exemplo, o transitório contém um par de funções 
senoidais, de frequência B rad/s, uma função, geralmente, diferente de © da 
solução particular. O aparecimento da corrente, durante o período transitório, 
é, conseqiientemente, impossível de se predizer, possuindo, quase sempre, uma 
forma muito irregular. Depois que o fator de decrescimento anula o transitório, 
a corrente fica adiantada ou atrasada em relação à tensão aplicada, depen- 
dendo dos valores absolutos das reatâncias 1/œC e L em arc tg (1/0C — oL)/ R. 


Transitórios em Malha Dupla 


Aplicando-se a lei de Kirchhoff para as tensões à estrutura de duas 
malhas da Fig. 16-9, obtém-se o seguinte conjunto de equações diferenciais 
simultâneas: 


Ritha = 


Ri + (Ri + Ri, + Ly =V (73) 


Figura 16-19 


Empregando a notação com operador e reagrupando, temos: 


(D + R/L i + (R,/Lpi, = V/L, 


Com o 
determinantes 


D + 


R, 


O det 
potências decr 
aparece um te 


Logo: 


Aequ. 
caso A2-4AB 
do valor zero 
equação (43). 
constante que 


ou 


(72) 


são iguais, ao 
tar, difere em 
ar de funções 
rente de œ da 
do transitório, 
* sempre, uma 
10 transitório, 
licada, depen- 
'0C ~ wL)/R. 


itura de duas 
's diferenciais 


(73) 


108: 
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R, + BR. 
(RL, + |D + Er aS V/L2 
2 
D + R/L, R/L; ; E 
R +R ||] = E 
ou a ellil= vir (74) 
R/L; L 2 2 


Com o fim de obter uma equação de i, independente de io, empregamos 
determinantes. Temos, portanto: 


D + R/L; R/L, V/L, R/L, 
Ri Ro i= R, +R (75) 
Dog ea Dr SE Se?! 
R/L; L, V/L, L, 


O determinante do primeiro membro é desenvolvido e ordenado em 
potências decrescentes de D. No desenvolvimento do determinante da direita 
aparece um termo D(V/L ) que é nulo, já que D = d/dt e V/L, é uma constante. 
Logo: 


RL +R + RL RR 
G E | E A 1 D + Tt i = VR/Llo (76) 

A equação característica é da forma D,+AD+B=0, porém, como neste 
caso A? — 4AB > 0 para todos os valores das constantes do circuito (com exceção 
do valor zero para L, ou L,), a função complementar é da forma dada na 
equação (43). Como a função aplicada é constante, uma solução particular é a 
constante que satisfaz a equação, logo: 


RR, « 
= VR,/L 


LL, E 


ou ip = V/R (77) 


512 Circuitos Elétricos 


Aplicando os mesmos métodos para io» obtemos: As tens 
D + R/L Ry'L, D + R/L V/L, vp=hRi 
Ri + R, ig = (78) 

Ri RAR Rb CVA e 
1,836 
Após a expansão dos dois determinantes, chega-se ao seguinte resultado: 1,0- 
0 

RL +R + BL RR 

p2? + | ta ab olp+ L2li=o0 
LL, LL, 


À equação característica é a mesma da equação (76); consegiuentemen- 
te, as funções complementares são iguais. Entretanto, a solução particular de is 


é nula, já que a equação é homogênea. (b) Faz 
DE : ; ; 5 D 1,836 a 
O exame do circuito mostra que isso é perfeitamente razoável, já que 
no regime estacionário L, aparece como um curto-circuito no ramo R,L,, anu- (c) Qua 
lando a corrente nesse ramo. R, é, portanto, a única limitação à corrente em faz-se 1 
regime estacionário, cujo valor é i = V/R,, dado na equação (77). Ássim, 
16.2 Achar ¿ 
Problemas Resolvidos indutân: 
po mag 
16.1 Fechando-se um interruptor, aplica-se, no instante t= 0, uma tensão constante V 
= 100 Va um circuito em série AL, onde R = 50 ohms e L = 10 H. Determinar: (a) Empre 
as equações de j, Vp e v;; (b) a corrente em t= 0,5 s e (c) o instante em que vp = v}. instani 
(a) A equação diferencial do circuito é: Pp=Ll 
50i + uË- 100 ou (D +5i=10 (1) Pr =V 
e a solução completa é: P= 
i = io +i = ce™ +2 (2) A ener 
$ 1 
Quando t = 0, i = 0 e 0 = C(1) + 2 ou C = — 2. Então, mes 2 
i = X1- e) (3) 
A integ 


mostrado na Fig. 16-20(a). 
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As tensões correspondentes nos elementos de circuito são: 


'L, Up =Ri = 1001 -e™) e v, =L d = 100e (4 
(78) 
'L 
É 100)[zcr E ra 
nte resultado: 50 
Dr 
t 0 = T T t 
0,2 0,4 0,5 0,6 0,8 toz 04 06 08 
(a) 0,1386 (b) 
equentemen- Figura 16-20 


articular de lo 
(b) Fazendo t = 0,5 s em (3), obtém-se i = 21 — e05) = X(1 — 0,082) = 


z Ee 1,836 ampères. 
vável, já que 


10 RoLa, anu- (c) Quando vp = vz, cada um será 50 volts; como a tensão aplicada é 100, 
. corrente em faz-se vp ou v; igual a 50 V resolve-se para ż. De (4), v L=50= 100. 
Assim, e %* = 0,5 ou 5t = 0,693, et = 0,1386 s. 


16.2 Achar as equações de pp e p, no Probl. 16.1 e mostrar que a potência na 
indutância responde pela energia de regime estacionário, armazenada no cam- 
po magnético. 
io constante V 
Jeterminar: (a) Empregando a tensão e a corrente, obtidas no Probl. 16.1, as potências 
M que va = v. instantâneas ficam: 


Pp = Vpi = 100(1 — e5) X1 — e) = 200(1 — 22% + e710) 
q) Pr = ugi = 1000%2(1 — e5) = 200e% — e-10 
Pr = Pp + py = 2001 - e5’) 


(2) A energia de regime estacionário, armazenada no campo magnético, é 
W= trp z iaoe? = 20 joules. 


(3) ça 
Aintegral dep; det=0at=co éW = f 200(e 5! — e^ dt = 20 joules. 
0 
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16.3 No circuito em série da Fig. 16-21, fecha-se o interruptor na posição 1, no 


instante t= 0, aplicando-se a fonte de 100 volts ao ramo RL; quando t= 500 us, 
o interruptor é levado para a posição 2. Obter as equações da corrente nos dois 
intervalos e discutir o transitório. 


Figura 16-21 


Com o interruptor na posição 1, a equação é: 


100: + 0,2 = 100 ou (D + 500% = 500 (1) 
e a corrente completa é: i = ce 5% + 1,0 (2) 


Para t = 0, i = 0. Usando a condição inicial em (2), 0 = c(D + 1,0 ou &= 
1,0. A corrente é, então: 


i = 1,01 — 90 (3) 
Aos 500 us esse transitório é interrompido e a corrente fica: 


i = 1,01 -e50600x10% 101 — 0,779) = 0,221 A. (4) 


Figura 16-22 


16.4 


Com o ir 
polarida: 


100: + « 


que dá 


onde É = 
como em 


i = 0,22 
Então, p 


A equaçi 
16-22 ter 
a corren 
equação 
figura. 


Repetir o 


A primei 
obtida n 
t=500u 


Invertid: 
100: + € 


cuja solt 


Parat = 
=c(1)-( 
= 0,721 
A Fig. 1€ 


seu sent 
como pos 


. posição 1, no 
indo t = 500 us, 
rente nos dois 


(1) 


(2) 


) + 1,0 ouc = 


(3) 


(4) 
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16.4 


Com o interruptor na posição 2, a tensão aplicada é 50 V, com a mesma 
polaridade da fonte de 100 V e a equação é: 


100: + o2 Ë = 50 ou (D + 500 = 250 (5) 


quedá i= ce, e 50t- 4 05 (6) 
onde ? = 500 us. Quando t = É na equação (6), a corrente é 0,221 ampères 
como em (4). Logo: 

i = 0,221 c(1) + 0,5 e c, = -0,279 

Então, parat > ť, i=- 0,2790500- 405 (7) 


A equação (3) aplica-se para O < t < ť e o transitório tracejado da Fig. 
16-22 tende para o valor 1,0 em regime estacionário. Assim, em É, quando 
a corrente é 0,221 A, o interruptor é deslocado para a posição 2 e a 
equação (7) aplica-se para t > É com o valor final 0,5 A, como mostra a 
figura. 


Repetir o Probl. 16.3 invertendo a polaridade da fonte de 50 volts. 


À primeira parte do transitório com o interruptor na posição 1 é a mesma 
obtida no Probl. 16.3, isto é, i = 1,0(1 — e 59%) com i = 0,221 ampères em 
t = 500 us. 


Invertida a polaridade da fonte de 50 V, resulta a seguinte equação: 


100: + 0,2 g = -50 ou (D + 500) = -250 (1) 
cuja solução é i = ce 506-8 0,5 (2) 


Para ż = ť a corrente é 0,221 ampères. Substituindo na equação (2), 0,221 
= c(1) — 0,5 ou c = 0,721. A equação da corrente para t > t é, portanto: 


=0,721 e50 -2—0,5 
A Fig. 16-23 mostra a corrente transitória, cujo valor final é— 0,5 A, já que 


seu sentido, aplicada a fonte de 50 V, é oposto ao sentido de i admitido 
como positivo. 
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Figura 16-23 


16.5 Uma tensão constante V = 100 volts é aplicada, no instante ? = 0, a um circuito 


série RC, onde R = 5000 ohms e C = 20 uF. É nula a carga inicial no capacitor. 
Determinar as equações de i, Vp € Vo- 


Ao fechar-se o interruptor, a equação é: 


5000: + idt = 100 (1) 


T 
20 x 108 
Diferenciando e empregando a notação de operador, temos: 

(D + 10)i = 0 com uma solução i = c e 1% (2) 


Fazendo t = 0 na equação (1), tem-se a corrente inicial iy = 100/5000 = 0,02 
ampères. Substituindo-se em (2), obtém-se c = 0,02. A corrente é, então: 


i = 0,02 e71% (3) 


e as tensões transitórias nos elementos de circuito são: 


vp = Ri = 5000(0,02 el = 100 e-10% 


EA =] idt = EE f 0,02 eli dt = 100(1 — e”) 


A Fig. 16-24 mostra os transitórios. Em regime estacionário, vp = O 
evo = 100 V. 


16.6 


16.7 


O capaci 
inicial gg: 
se o circ 
Determin 


Ao feche 
1000: + 


e a soluç 


A fonte « 
carregar 
capacito 
= 25 vol 
t=0,a 
ampère 
i = 0,07: 


Repetir c 


A equaç 
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0,02 100 
0,01 i 50 
OEA T T 0 T 
1 2 3 4 
(a) 
Figura 16-24 

), a um circuito 16.6 O capacitor de 20 uF do circuito RC mostrado na Fig. 16-25 tem uma carga 
al no capacitor. inicial q, = 500 microcoulombs, com a polaridade mostrada no diagrama. Fecha- 


se o circuito quando t = O, aplicando-se a tensão constante V = 50 volts. 
Determinar a corrente transitória. 


(1) - 
A ca E 10002 
50 VT 
7N 20 
(2) j do ao HF 
10/5000 = 0,02 : 
nte é, então: Figura 16-25 
(3) Ao fechar-se o interruptor, a equação é: 
; 1 i 
1000: + E f idt = 50 ou (D +50i=0 (1) 
easoluçãoé: i=ceã™% (2) 


aog A fonte de 50 volts debita uma corrente no sentido indicado no diagrama, 


carregando com carga + a placa superior do capacitor. A carga inicial qo do 

nário, vp = O capacitor tem uma tensão equivalente V, = qC = (500 x 10®)⁄(20 x 208) 
= 25 volts, que também envia uma corrente no sentido de i. Então, em 
t = 0, a corrente inicial é 1, = (V + q/CYR = (50 + 25)/1000 = 0,075 
ampêres. Substituindo na equação (2), encontra-se c = 0,075; então, 
i = 0,075 e 5%, 


16.7 Repetir o Probl. 16.6, partindo da equação da carga transitória. 


A equação em função da carga é: 
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dq q Z 
1000 dt + ES 50 ou (D + 50)q = 0,05 (1) 


cuja solução é: q=ce5t+ 10% (2) 


Quando t = 0, o capacitor possui uma carga positiva de 0,5 x 10? 
coulombs, na placa inferior. A polaridade da carga depositada, durante o 
transitório, é positiva na placa superior. Assim, faz-se q, = —0,5 x 10%et=o0, 
na equação (2), achando-se c = —1,5 x 103. Então, q, = —1,5 x 10% e5% + 
103 e a corrente transitória é i = dg/dt = 0,075 e 5%. 


t 


T T T T T 
0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 


(a) 
Figura 16-26 (a) 


O diagrama da Fig. 16-26(0) mostra que o capacitor tem uma carga inicial 
de 0,5 x 10-8C, positiva na placa inferior, e uma carga final de 1,0 x 10°C, 
positiva na placa superior. À Fig. 16-26(b) mostra a corrente transitória 
i = dgldt. 


0,075 


0,050 


0,025 


É 
0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 
(b) 


Figura 16-26 (b) 


16.8 No circuito da Fig. 16-27, o interruptor é fechado na posição 1, quando t = 0, ẹ, 


decorrida uma constante de tempo, é deslocado para a posição 2. Determinar a 
corrente transitória completa. 


Estando 
aplicaçã: 


i=ce 
Quando 
c, = 0,04 
i = 0,04. 
Esse tre 


microsst 
ampères 


Quando 
nas plac 
tensão € 
corrente 
corrente 


pico e 
L=C,€ 


Quando 
(3): cy = 


A correr 
corrente 


(1) 


(2) 


le 0,5 x 1073 
da, durante o 
3x 10%et=0, 
x 103 e50% 4 


a carga inicial 
le 1,0x 103C, 
ite transitória 


juando t=0,e, 
2. Determinar a 
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= 40 V 


pA 
A 
: 


Figura 16-27 


Estando o interruptor na posição 1, a equação diferencial, obtida por 
aplicação ao circuito da lei de Kirchhoff para as tensões, é: 


—t/RC 


qt c e —4000% (1) 


=e € 
Quando t = 0, i, = V/R = 20/500 = 0,04 ampères. Substituindo em (1), 
c = 0,04 e a corrente no intervalo 0 <t < 1 CT é: 


i = 0,04 04000 (2) 


Esse transitório prossegue até t = 1 CT = RC = 500 (0,5 x 1076) = 250 
microssegundos. Nesse ponto a corrente tem o valor i = 0,04 e™! = 0,0147 
ampères. 


Quando o interruptor é movido para a posição 2, o capacitor tem carga 
nas placas, acarretando uma tensão vo = 20(1 — e!) = 12,65 volts. Essa 
tensão e a fonte de 40 volts debitam corrente em sentido contrário ao da 
corrente originária da fonte de 20 volts. Fazendo é = 1 CT, a equação da 
corrente para o segundo transitório é: 


E Es e4000) (3) 
Quando t = ť’, i = — (40 + 12,65)/500 = — 0,1053 ampères. Substituindo em 
(3): c, = — 0,1053 e a corrente é: 

i = — 0,1053 e74000 ¢ - ”) 


A corrente transitória completa está mostrada na Fig. 16-28. Após 1/, a 
corrente tem para valor máximo — 0,1053 ampêres. 


520 


Circuitos Elétricos 


Figura 16-28 


16.9 Determinar a carga transitória do Probl. 16.8 e diferenciá-la para obter a cor- 


rente. 


A equação da carga, estando o interruptor na posição 1, é: 


q — pec 
di + 0,5 x 105 ` 20 ou (D + 4000)g = 0,04 (1) 


easoluçãoé: q = cet + 10 x 108 (2) 


Quando t = 0, q, = 0. Usando essa condição inicial em (2), obtém-se 
c; =— 10x 10%e, então, temos: 


q = 10 x 10% (1 — 04000) (3) 


Esta equação se aplica para O<t < ť, onde? = 1 t. Para 1 7a carga no 
capacitor é q = 10x 108 (1 e?) = 6,32 x 10º coulombs. 


Quando o interruptor está em 2, a equação diferencial é: 


dg q 
Zn 4 = 
500 di + 0,5 x 106 40 ou (D+ 4000)g = 0,08 (4) 


easoluçãoé: q = ce NOLL 20 x 108 (5) 


Determina-se agora c, pela substituição do valor de q a 1 t e fazendo 
t = 1 t na equação (5). Assim, 6,32 x 10º = co(1) — 20 x 10%ou co = 26,32x 
x 10. Então, temos: 


q = 26,32 x 10% e4000t-?) — 20 x 108 (6) 


16.10 


A Fig. 1 
transitór 
Assim, n 


d 


e quandc 


-2 
~ dt 


Resultad 


i (2 


Uma tens 
RLC em: 
Determin: 
capacitor 


Depois d 
3000: + 1 


As raízes 


1=C,€ 


ra obter a cor- 


(1) 
(2) 


2), obtém-se 


(3) 


. T a carga no 


8 (4) 


(5) 


1 te fazendo 
U Co = 26,32x 


(6) 
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16.10 


10 x 10° 
6,32 X 10° 


-10 x 10° 


-20 X 10° 


Figura 16-29 


A Fig. 16-29 mostra a carga transitória completa. Obtém-se a corrente 
transitória correspondente pela diferenciação das equações (3) e (6). 
Assim, no intervalo O <t < £, corrente é: 


i= d io x 10% — e) = 0,04 e000 
e quando t > £, temos: 
i= é (26,32 x 10% e—000¢-® — 20 x 10% = -0,1053 e40006-?) 


Resultados idênticos foram obtidos na equação (2) e (4) do Probl. 16.8. 


Uma tensão constante V = 50 volts é aplicada, no instante t = 0, em um circuito 
RLC em série, em que R = 3000 ohms, L = 10 henrys e C = 200 microtarads. 
Determinar a corrente transitória e o valor máximo da corrente, admitindo que o 
capacitor não tem carga inicial. 


Depois de fechado o interruptor, a equação é: 
di 1 


3000: + 10 + 


dt 200 x 105 fidt=50 ou (D2 + 300D + 500) =0 (1) 


As raízes da equação característica são D, =- 298,3 e D, = — 1,67, e 


i= ci elit + É; e 288,8t (2) 
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16.11 


Para determinar c, e c, utilizamos duas condições iniciais. Como o cireui- 
to contém indutância, a função corrente deve ser contínua. Portanto, 
como i = O quando t = 0 —, į deve ser zero, também, quando t = 0 +. Assim, 
da equação (1), 10 di/dt = 50 e di/dt = 5. Escrevendo, agora, a equação (2) 
parat=0:0- c, (1) + cg (1) ou cĉ +c = 0. Fazendo t = O na primeira 
derivada de (2) e fazendo di/dt = 5, tem-se 5 = — 1,67 c, — 298,3 c,. 
Resolvendo as duas equações, encontramos c, = 0,0168 e c, = — 0,0168. 
Então, temos: 


i = 0,0168 e16% — 0,0168 02983 (3) 


Determinamos a corrente máxima fazendo di/dt = 0 e resolvendo em 
relação a t. 


dildt = (0,0168) (— 1,67) 8% — (0,0168) (-298,3)e298:3t = 0 ou £ = 0,0175 
segundos. 


Levando este valor de t à equação (3), obtemos 0,0161 ampères. 


Uma tensão constante V= 100 volts é aplicada, no instante t= 0, em um circuito 
RLC em série, em que R=500,L=0,1HeC=50 uF. Determinar a corrente 
transitória, supondo nula a carga inicial do capacitor. 
Depois de fechado o circuito, é a seguinte a equação diferencial: 
: di 1 Í ] ; 
501 +0,1 + =; Jidt=100 ou (D2+500D+2x10%=0 (1 
dt 50x10® ( ft) 


As raízes da equação característica são D, = -250 +j371 e D, = — 250 — 
-J371; portanto, a corrente é: 


i = e5% (c cos 371t + c, sen 371) (2) 


A corrente é nula quando t = 0. Logo, de (2), ig=0=(1Xc, cos 0 + c, sen 0) 
ec; =0. 


A equação (2) fica i =e 5% c, sen 371% (3) 
Diferenciando (3), temos: 
dildt = c, (e 25% (371) cos 371t + e7% (-250) sen 3714} (4) 


De (1) para t = 0, 0l(di/dt) = 100 ou di/dt = 1000. Substituindo em (4) 
para é = 0, di/dt = 1000 = c, 371 cos 0 ec, = 2,7. Logo, a corrente é i = e 250t 
(2,7 sen 3711). 


16.12 Uma tensi 
4 =0, emt 
equação e: 


Depois de 
50i + 0,2 


A função « 


Para dete 
cientes a « 


e A co 
Então i 


Substitui 
(- 5004 s 
= 750 se 
Igualandc 
—5004 + 
Resolvenc 


i = -1,2 
P 


A corrente 
Parat=0 
i=12€ 


A Fig. 16- 
mente pai 
tensão ap. 


Como o circui- 
uua. Portanto, 
t=0+. Assim, 
, a equação (2) 
0 na primeira 


cy — 298,8 Cg. 
co = — 0,0168. 
(3) 


solvendo em 


' ou t = 0,0175 


ères. 


em um circuito 
inar a corrente 


cial: 
105z =0 (1) 
3 D, = — 250 — 


(2) 


gs O + cy sen 0) 


(3) 


(4) 


tuindo em (4) 
nte é i = e25% 
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16.12 Uma tensão senoidal v = 150 sen (500t + ọ) é aplicada, no instante em que 


4 = 0, em um circuito RL em série, em que R = 50 Q e L = 0,2 H. Determinar a 
equação completa da corrente. 


Depois de fechado o circuito, a equação é: 


50: + 0,2 e = 150 sen 500 ou (D + 250% = 750 sen 500% (1) 
A função complementar é i, = c e 250, 

Para determinar a solução particular, empregaremos o método dos coefi- 
cientes a determinar e suporemos uma corrente particular; logo: 


ip = A cos 500 + B sen 500 (2) 
Então P, = -500 A sen 500 + 500B cos 500t (3) 


Substituindo na equação (1) essas expressões de i e t’, obtemos: 

(- 5004 sen 500t + 500B cos 500t) + 250(A cos 500! + B sen 500%) = 
= 750 sen 500t 

Igualando os coeficientes de sen 500t e de cos 500, obtemos: 

-500A + 250B = 750 e 500B + 2504 = 0 (4) 
Resolvendo o sistema, encontramos A = — 1,2 e B = 0,6. Então, temos: 


lp = —1,2 cos 500% + 0,6 sen 500t = 1,34 sen (500 — 63,4º) (5) 


A corrente completa é: i = c e 250 + 1,84 sen (500% — 63,4) (6) 
Para ż = 0, i = 0 = c(1) + 1,34 sen (-63,4)e c = 1,2. Daí, temos: 
i = 1,2 e5% + 1,34 sen (500 — 63,4°) (7) 


A Fig. 16-30 į, i, e sua soma i. Cessado o regime transitório (aproximada- 
mente para é = 5 CT), a corrente é senoidal e está atrasada, em relação à 
tensão aplicada, de 0 = arc tg qL/R = 63,4. 
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Figura 16-30 
16.13 Que valor deverá ter o ângulo 4, no instante em que se fechar o interruptor do 
circuito descrito no Probl. 16.12, para que a corrente vá diretamente ao regime 
estacionário, sem transitório? 
Se 4 + 0, tem-se, da equação (6) do Probl. 16.12: 
i = e e25% 4 1,34 sen (500 + ọ — 63,4) 
Para ż = 0, 0 = c(1) + 1,34 sen (0 — 63,4). Se a constante c é nula, o 
transitório é zero; isso ocorre quando à = (63,4° + n180°), para n = 0, 1, 
PANA 
16.14 Uma fonte de tensão senoidal v = 250 sen (500t + q) é aplicada a um circuito 


série RC, em que R = 100 ohms e C = 25 uF, no instante em que 4 = 0º. 
Determinar a corrente, admitindo que não haja carga inicial no capacitor. 


Ao fechar-se o interruptor, a equação diferencial do circuito é: 
100: + RE f i dt = 250 sen 500t ou (D + 400)i = 1250 cos 500% (1) 


A função complementar é i = c e40, 


Para determinar a solução particular, faz-se o 2° membro da equação em 
função do operador ser a parte real de 1250 e5 e, então, supõe-se uma 
corrente particular dada por: 


e 500% 
ip = Ke (2) 


Logo: 

Po = 950 
Substitui 
J500 Ke 


donde K 
como a te 
real de (2 


i = 40t 
Parat=( 
(5) com £: 
i = -1,2 

= -1,2 


16.15 Fechando 
O = 45, a 
carga inici 
no diagran 


O circuite 
A equaçã 


(D + 40C 


A função 
é deslocar 
é, então: 


| interruptor do 
ante ao regime 


e c é nula, o 
ara n = 0, 1, 


| a um circuito 
n que 4 = 0. 
pacitor. 


é: 


os 500% (1) 


1 equação em 
jupõe-se uma 


(2) 
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Logo: 
i, = j500 K e/500 (3) 
Substituindo esses valores de i e : na equação (1), obtemos 


7500 K e50% + 400(K e/500t) = 1250 2/500t (4) 


donde K = 1,955/-51,83'. Este valor de K é levado à equação (2), porém, 
como a tensão aplicada era a parte real de 1250 e°% a corrente é a parte 
real de (2) e ig = 1,955 cos (500t — 51,3). A corrente completa é: 


i = 4% 4 1,955 cos (500! — 51,3) (5) 


Para ż = 0, equação (1) é 100i = 250 sen 0 ou i = 0. Empregando a equação 
(5) com t = 0, temos c = — 1,22. Logo: 


i = -1,22e 0% + 1,955 cos (500t — 51,3) = 
= — 1,2204% + 1,955 sen (500t + 38,7”) 


16.15 Fechando-se o interruptor do circuito RC da Fig. 16-31, no instante em que 


ọ = 45º, aplica-se a fonte de tensão senoidal v = 25 sen (500t + 4). Existe uma 
carga inicial q, = 5000 x 10 coulombs no capacitor com a polaridade mostrada 
no diagrama. Determinar a corrente completa. 


Figura 16-31 


O circuito e a tensão senoidal são os mesmos do Probl. 16.14, com 6 = 45°. 
A equação diferencial expressa por operador é: 


(D + 400% = 1250 cos (500 + 45°) (1) 


A função complementar é a mesma do Probl. 16.14 e a corrente particular 
é deslocada de 45°, isto é, A = 1,955 sen (500t + 83,7"). A corrente completa 
é, então: 


i = e e“ + 1,955 sen (500 + 83,7°) (2) 
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Quando t = 0, há duas tensões aplicadas. A tensão do capacitor carregado 
é V = qC = (5000 x 109/25 x 108) = 200 volts. A tensão instantânea da 
fonte é v = 250 sen 45º = 176,7 volts. O exame do circuito mostra que essas 
tensões têm a mesma polaridade; portanto, a corrente inicial é i} = (200 + 
176,7)/100 = 3,77 ampêres. Usando a equação (2) com i = 3,77, quando 
t = 0, encontra-se c = 1,83; por conseguinte, a corrente procurada é: 


i = 1,830% + 1,955 sen (500t + 83,7”) 


16.16 O circuito em série RLC da Fig. 16-32 tem uma fonte de tensão senoidal v = 100 


sen (1000! + 4). Sendo o interruptor fechado quando 4 = 90”, determinar a 
corrente, supondo nula a carga inicial do capacitor. 


po 


Figura 16-32 


Depois de fechado o interruptor, a equação do circuito é: 


; di 1 ; A 
501 + 0,1% + 50 x 105 f idt = 100 sen (1000ż + 90°) 
ou (D? + 500D + 2 x 10% = 10º cos (1000t + 90°) (1) 


O cálculo das raízes da equação característica é deixado como exercício 
para o leitor. 


A corrente complementar é i, = e 25% (c, cos 371t + c, sen 3711), e a 
corrente particular, determinada pelo método empregado no Probl. 
16.14., é i, = 1,06 sen (1000t + 32º). A corrente completa é, portanto: 


i = eS% (c, cos 371t + c, sen 371t) + 1,06 sen (1000t + 32) (2) 
Da equação (1) para t = 0, i} = 0 e di/dt = 1000. Substituindo em (2) 
encontra-se c, = —0,562. Diferenciando (2), obtém-se: 


di 


di 7 e“ (371c, sen 371t + 371c, cos 371t) + 


+(c, cos 371t +c sen 371£)(-250e 250) + 1,06 (1000) cos (1000 + 32º) (3) 


16.17 


16.18 


Substitui: 
=-0,104. 
i = 0250 


Um circuil 
microfarad 
interruptor 
haja carga 


Fechado « 


100; + 0, 


ou (D? + 
As raízes 


A função 
obtida pel 
A corrent 


L=c,e 


Para dete 
equação ( 
(2), obtén 


g=0= 
Diferenci 
di/dt = 
= 276,5c 
Resolven 
i = 0,16: 


O interrup 
quando t 
transitória 


tor carregado 
stantânea da 
tra que essas 
l é ig = (200 + 
3,77, quando 
1rada é: 


moidal v = 100 
determinar a 


20°) 
(1) 


mo exercício 


en 3714), e a 
do no Probl. 
ortanto: 


+ 32°) (2) 


uindo em (2) 


Ot + 32°) (3) 
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Substituindo É = 0, c, = — 0,562 e di/dt = 1000 na equação (3), acha-se Eme 
=-— 0,104. A equação (2) fica, finalmente: 


i = e 250% (0,562 cos 371t — 0,104 sen 371t) + 1,06 sen (1000% + 32°) 


16.17 Um circuito RLC em série, com R = 100 ohms, L = 0,1 henry e C = 50 


microfarads, tem uma fonte de tensão senoidal v = 100 sen (1000t + 4). Se o 
interruptor for fechado quando 4 = 90”, determinar a corrente, supondo que não 
haja carga inicial no capacitor. 


Fechado o interruptor, a equação do circuito é: 


: di 1 
100! + 0,1 + 50 x =] 


idt = 100 sen (1000! + 90°) 
ou (D? + 1000D + 2 x 10%i = 108 cos (1000ż + 90°) (1) 
As raízes da equação característica são D} = — 276,5 e D, = — 723,5. 


A função complementar éi =c,e 28% = c,e "285 e a solução particular, 
obtida pelo método empregado no Probl. 16.14, é ip = 0,781 sen (1000t + 51,4"). 
A corrente completa é, portanto: 


i = c) e? + c, e1235 + 0,781 sen (1000 + 51,4) (2) 


Para determinar as constantes c, e Co, calculam-se i e di/dt para t = 0, na 
equação (1). Substituindo os resultados, i = O e di/dt = 1000, na equação 
(2), obtém-se: 


ip = 0 = cy(1) + cl) + 0,781 sen 514º ou cı + c,=-0,610 (5) 
Diferenciando (2) e fazendo t = O e di/dt = 1000, temos: 

di/dt = 1000 = —276,5c, — 123,5c, + 781 cos 51,4º ou 

= 216,50, + 123,50, = -513 (4) 
Resolvendo (3) e (4) simultaneamente, c, = 0,161 e c, = ~ 0,771. Então: 


i = 0,161 e 265% — 0,771 e “235! 4 0,781 sen (1000 + 51,4) 


16.18 O interruptor da estrutura de duas malhas, apresentada na Fig. 16-33, é fechado 


quando t = 0. Determinar as correntes transitórias de malha, i e i, e a tensão 
transitória no capacitor, vo. 
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16.19 Na estrutu 


e a fonte ı 
malha i, e 
50 Via 
Figura 16-33 
Aplicando às duas malhas a lei de Kirchhoff para as tensões, tem-se: 
20i, — 10i, = 50 ou 2Di, = Di, (1) 
: : 1 E : 3 
LOE A dt=0 ou —Di,+(D+5x10%i,=0 (2) 
Aplicandc 
Da equação (1), Di, = 5 Dis. Substituindo em (2), obtém-se: ! aS equae 
1 , 10%, + 1º 
— e Dis) +(D + 5 x 10%, =0 ou (D+ 10%, =0 (3) 
ou 
A solução da equação (3) contém uma função complementar, já que a 
equação é homogênea. Então: (D + 150 
i = c e10" (4) 15i, + 1 
Fazendo t = 0 na equação (2), —10:, + 10i, = 0 ou l = io. Assim, a equação Da equaç: 
(1) para t = 0 fica 201, — 10i, = 50 ou 1 = i = 5 amp. Substituindo em (4), 
obtém-se c = 5. Então: Substitui 
piesa (5) (D + 833 
Obtém-se a corrente transitória t substituindo (5) na equação (1). Assim: A solução 
20i, — 1065 e10) = 50 ou i =25 +25 10% i = ce 
A tensão transitória no capacitor, vo, é obtida pela integral da corrente de Substitui 


malha io. Tem-se: 


lo E 
vo = É fi, dt = a fs o-10*t dt = 25(1 = e10% 2 3 


Transitórios em circuitos 529 


16.19 Na estrutura de duas malhas da Fig. 16-34, o interruptor é fechado quando t= O 
e a fonte de tensão é dada por v = 150 sen 1000t. Determinar as correntes de 
malha j e i, mostradas no diagrama. 


s, tem-se: 
Q) 
Fi 16-34 
DE 0 (2) igura 16-3 
Aplicando-se às duas malhas a lei de Kirchhoff para as tensões, obtêm-se 
! as equações: 
di, 
101, + 15i, + 0,01 — = 150 sen 1000t 
(3) dt 
z ou 
tar, já que a 
(D + 1500), + 1000ż, = 15000 sen 1000t (1) 
(4) 15i, + 10i, = 150 sen 1000t (2) 
im, a equação S AES os 
ndo em d). Da equação (2) tira-se: i, = 10 sen 1000 ah (3) 


Substituindo em (1), obtém-se a equação diferencial: 


6) (D + 833)i, = 5000 sen 1000ż (4) 
ão (1). Assim: A solução completa, obtida pelo método do Probl. 16.14, é: 
à = e e®33 + 3,84 sen (1000! — 50,2º) (5) 
a corrente de Substituindo este valor de i ı na equação (3), obtém-se: 
2 


e =e e®33t — 256 sen (1000 — 50,2) + 10 sen 1000 
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= -2e e7833 + 8,58 sen (10002 + 13,25°) (6) 


A corrente de malha i, passa numa indutância e deve ser zero para t = 0. 
Substituindo na equação (5), 0 = c(1) + 3,84 sen (-50,2") e c = 2,95. As duas 
equações das correntes de malha são: 


i1 = 2,95 e SU, 3,84 sen (1000 — 50,2") e i2 = 1,97 € 883 + 8,58 sen(1000% + 13,25") 


Problemas Propostos 


16.20 O interruptor S, da Fig. 16-35 é fechado quando t = 0. Após 4 milissegundos, 
abre-se S,. Determinar a corrente nos intervalos O < t< te t> f sendo f = 4 
milissegundos. 

Resp.: i= 2(1 — 0%). i= 1,06 61500! -t), 0,667. 


Figura 16-35 


16.21 Fechando-se um interruptor, aplica-se uma tensão constante a um circuito AL 
série. A tensão em L é 25 volts quando t = O e cai para 5 volts quando t = 0,025 
segundos. Sendo L = 2 H, qual deve ser o valor de R? 

Resp.: 128,8 ohms. 


16.22 No circuito da Fig. 16-36, o interruptor S, é fechado, quando t= 0, e S, é aberto, 
quando t = 0,2 s. Determinar as expressões da corrente transitória, nos dois 
intervalos. 

Resp.: i=10(1=6-€103:/=6,97 ®t- " 4 1,67. 


16.23 No circu 
desloca- 
a corren 
Resp.: 1 


16.24 No circ 
suficieni 
é levadc 
50 ohm: 
durante 
Resp.: 
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(6) 


ero para t = 0. 
: 2,95. As duas 


“000% + 13,25") 


Figura 16-36 


16.23 No circuito da Fig. 16-37, liga-se o interruptor na posição 1, quando t= 0, e 


milissegundos, desloca-se para a posição 2, após 1 milissegundo. Determinar o instante em que 


-Ë sendo f =4 a corrente se anula, mudando de sentido. 
Resp.: 1,261 milissegundos. 
5000 
02 H 
Figura 16-37 
16.24 No circuito da Fig. 16-38, o interruptor é ligado na posição 1, durante tempo 
suficiente para que a corrente atinja o regime estacionário. Quando v interruptor 
um circuito RL é levado para a posição 2, existe uma corrente transitória nos dois resistores de 
ando t= 0,025 50 ohms, durante curto tempo. Determinar a energia dissipada nos resistores 


durante esse transitório. 
Resp.: 8 joules. 


, e S, é aberto, 


tória, nos dois 2 50Q 


ES 


100 VT E 


—M 


Figura 16-38 
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16.25 O capacitor do circuito RC, mostrado na Fig. 16-39, tem uma carga inicial 
Go = 800 x 10? coulombs, com a polaridade indicada. Determinar a corrente e a 
carga transitória que ocorrem quando o interruptor é fechado. 

Resp.: i=—10 e23x10% q = 400 (1 + €2?x10") 10º coulombs. 
| fe 100 
100 V = 
E + 
Í NATA uF 
Figura 16-39 

16.26 Um capacitor de 2 uF com uma carga inicial q, = 100 x 10® coulombs é ligado 
aos terminais de um resistor de 100 ohms, quando t = O. Calcular o tempo 
necessário para que a tensão nos terminais do resistor caia de 40 para 10 volts. 
Resp.: 277,4 microssegundos. 

16.27 O interruptor do circuito na Fig. 16-40 é fechado na posição 1, quando t= 0, e 
deslocado para a posição 2, após 17. Determinar as expressões da corrente 
transitória nos intervalos O <t< fef <t 
Resp.: i=0,5 620 j=- 0,516 gP), 

1 2 10082 
+ o, 
50 T = 20V 50uF 
A | 
Figura 16-40 

16.28 Resolver a equação diferencial relativa ao Probl. 16.27, em função da carga. A 
partir das funções transitórias da carga, obter as expressões da corrente e 
comparar os resultados. 

16.29 No circuito da Fig. 16.41, o interruptor é mantido na posição 1 por tempo 


suficiente para que se estabeleça o regime estacionário e, então, é levado à 
posição 2. Estabelece-se uma corrente transitória, durante a qual a energia é 
dissipada nos dois resistores. Determinar essa energia e compará-la com a que 
foi armazenada no capacitor, durante o primeiro período. 

Resp.: 0,20 joules. 


16.30 O capacit 
x 10? cou 
transitória 
Resp.: i= 


16.31 Determine 
Mostrar q! 
Resp.: vc 


16.32 O capacit 
interrupto 
transitória 
Resp.: 1: 


a carga inicial 
racorrenteea 


lombs é ligado 
Icular o tempo 
0 para 10 volts. 


quando t= 0, e 
es da corrente 


ão da carga. A 
da corrente e 


3 1 por tempo 
ão, é levado à 
Jal a energia é 
á-la com a que 
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1 2 2009 
i 
100 V 7 2009 qi 40 uF 
Figura 16-41 


16.30 O capacitor C, do circuito mostrado na Fig. 16-42 tem uma carga inicial q, = 300 
x 108 coulombs. Se o interruptor for fechado quando t= 0, determinar a corrente 
transitória, a carga transitória e a tensão final no capacitor C4. 

Resp.: i= 2,5 e 254% g = 200(1 + 0,5 € 251º) 10º coulombs; 33,3 volts. 


C, a C, 
6 uF 7h 3 uF 
200 EA 


Figura 16-42 


16.31 Determinar as tensões transitórias v,,, Yço € Vp, referentes ao problema 16.30. 
Mostrar que sua soma é nula. 
Resp.: vc; = 33,3 + 16,7 25x104; yo, = — 33,3(1 — 250% y = 50 e2510% 


16.32 O capacitor do circuito em série RC da Fig. 16-43 tem uma carga inicial q, e o 
interruptor é fechado quando t = 0, Determinar q}, sabendo que a potência 
transitória no resistor é pp = 360 e 1º! 

Resp.: 120 x 10? coulombs. 


2 pF T Qo o 


Figura 16-43 
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16.33 


16.34 


16.35 


16.36 


16.37 


16.38 


16.39 


Quando t= 0, aplica-se uma tensão V = 200 volts a um circuito em série RLC, 
onde R = 200 ohms, L = 0,1 H e C = 100 uF. Determinar a corrente, admitindo 
que o capacitor não tenha carga inicial. 

Resp.: i= 1,055 €*2! — 1,055 q 198! 


Deve-se tornar criticamente amortecido um circuito RLC série onde R = 200 
ohms e L = 0,1 H, pela escolha conveniente da capacitância. Determinar esse 
valor de C. 

Resp.: 10 uF. 


Determinar a frequência natural de um circuito RLC em série, em que R = 200 
ohms, L=0,1tHeC=5pF. 
Resp.: 1000 rad/s. 


Uma tensão constante V = 10 volts é aplicada, quando t= 0, em um circuito série 
RLC, em que R = 5 ohms, L = 0,1 H e C = 500 uF. Determinar a corrente 
transitória resultante. 

Resp.: i= 0,72 e 2! sen 139t 


Uma tensão senoidal v = 100 cos (100t + q) é aplicada em um circuito série RL, 
em que R = 300 ohms e L = 1,0 H. Supondo que o interruptor é fechado quando 
4 = 45º, determinar a corrente transitória resultante. 
Resp.: i=- 0,282 e, 0,316 cos (100t + 26,6"). 


O circuito RL da Fig. 16-44 está operando em regime estacionário senoidal, com 
o interruptor na posição 1. O interruptor é deslocado para a posição 2, quando a 
tensão da fonte é v = 100 cos (100t + 45"). Determinar a corrente transitória e 
representar o último meio ciclo do regime estacionário, juntando com o transitó- 
rio, para mostrar a transição. 

Resp.: i= 0,282 630% 


1 2 3009 


Figura 16-44 


No circuito RC da Fig. 16-45, o capacitor tem uma carga inicial GQ = 25x 10% 
coulombs, com polaridade indicada. A tensão senoidal v = 100 sen (1 000t+ q) é 
aplicada no circuito no instante em que 4 = 30". Determinar a corrente transitória. 
Resp.: i=0,1535 e10?! 0,484 sen (1000t + 106°). 


16.40 Quando « 
capacitor 
haver um 
Resp.: 1 


16.41 Mostrar q 
solução p 


16.42 Uma tens 
quando é 
Resp.: i= 


16.43 Um circui 
fonte de t 
30º, deter 
Resp.: i- 


16.44 Um circui 
fonte det 
determing 
Resp.: i= 


em série RLC, 
ente, admitindo 


onde R = 200 
'eterminar esse 


m que R = 200 


m circuito série 
inar a corrente 


rcuito série AL, 
əchado quando 


1 senoidal, com 
ão 2, quando a 
te transitória e 
com o transitó- 


q = 25 x 108 
n (1 000t+ 4) é 
inte transitória. 
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Figura 16-45 


16.40 Quando o interruptor do Probl. 16.39 for fechado, que valor de carga inicial no 
capacitor fará com que a corrente atinja, diretamente, o regime estacionário sem 
haver um transitório? 

Resp.: 13,37 x 10º coulombs, + na placa de cima. 


0,05 H 
v | 109 109 
Figura 16-46 


16.41 Mostrar que um circuito em série ALC, cuja fonte é v= V 


max 


solução particular para sua equação diferencial dada por: 


V 


max 


'» = JR? + (1/0C -— oL) 


16.42 Uma tensão senoidal v = 100 sen (250t+ 4) é aplicada em um circuito série RLC 
quando 4 = 0". Sendo R = 5 ohms, L=0,1He C = 500 uF, determinar a corrente. 
Resp.: i= e (5,42 cos 139t- 1,89 sen 139%) + 5,65 sen (250t — 73,3). 


sen (wt + 4) tem uma 


z sen [o + 6 + tg! (we — al) ol) | 


16.43 Um circuito RLC em série onde R = 200 ohms, L =0,5 He C= 100 uF tem uma 
fonte de tensão senoidal v = 300 sen (500t + 4). Fechado o circuito quando q = 
30”, determinar a corrente resultante. 
Resp.: i= 0,517 eSH4i. 0,197 e 888, 0,983 sen (500t- 19°). 


16.44 Um circuito RLC em série onde R = 50 ohms, L = 0,1 H e C = 50 uF tem uma 
fonte de tensão senoidal v = 100 sen (500t + 4). Fechado o circuito em 4 = 45°, 
determinar a corrente resultante. 

Resp.: i= €?9!(-1,09 cos 371t- 1,025 sen 371) + 1,96 sen (500t+ 33,7"). 


536 Circuitos Elétricos 


16.45 A fonte de tensão da malha 1, na estrutura de duas malhas da Fig. 16-46, é dada 
por v= 100 sen (2001 + 4). Determinar as correntes transitórias de malha, hei, 
supondo que o interruptor é fechado quando 4 = 0°. 

Resp.: i = 3,01 e "9, 8,96 sen (200t- 63,4); 
ip = 1,505 e! + 4,48 sen (2001 63,4"). 


16.46 Determinar as correntes de malha j e i da estrutura representada na Fig. 16-47, 
supondo o interruptor fechado quando t= 0. 
Resp.: i = 0,101 e10% + 9,899 00 | = 505010, 5 +0,05 6990 


— MW 
A 59 59 
50 vã i a S 01H 


Figura 16-47 


16.47 O interruptor da estrutura representada na Fig. 16-48 é fechado quando t= 0. 
Determinar as correntes resultantes į e i. 
Resp.: i = 1,67 e®65 4 5:L=-0,55508%t45, 


109 


Figura 16-48 
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| Capítulo 17 


TRANSITÓRIOS 
MAKRON PELO MÉTODO DA 
TRANSFORMADA 
DE LAPLACE 


Introdução 


No Capítulo 16, analisamos as correntes transitórias nos circuitos que 
contêm elementos armazenadores de energia. A aplicação da lei de Kirchhoff a 
tais circuitos acarreta uma ou duas equações diferenciais no domínio do tempo, 
dependendo da configuração do circuito. Essas equações foram resolvidas pelos 
métodos clássicos. Em muitos casos, entretanto, tais métodos não são conve- 
nientes. 


Neste capítulo, introduziremos o chamado método da transformada de 
Laplace, que fornece soluções mais diretas às equações diferenciais. Além disso, 
algumas funções irregulares, que não podem ser resolvidas com facilidade pelos 
métodos clássicos, têm uma solução proporcionada pelo método de Laplace. 


Este capítulo indica, apenas, aplicações básicas do método da trans- 
formada de Laplace. As deduções matemáticas formais e as aplicações mais 
complexas são deixadas por conta dos textos que se dedicam à análise dos 
transitórios. 
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A Transformada de Laplace 


Se f(t) é uma função de t, definida para todo t > 0, a transformada de 
Laplace de f(t), indicada pelo símbolo £ [f(t)], é definida por: 


LIFO] = F(s) = , FO es dt (1 


onde o parâmetro s pode ser real ou complexo. Nas aplicações em circuitos, 
supomos s = G+jo. 


A operação £ [f(t)] transforma uma função f(t) do domínio do tempo 
numa função F(s) do domínio da fregiiência complexa, ou simplesmente domi- 
nio s. Às duas funções f(t) e F(s) constituem um par de transformada. Esses 
pares são tabelados. As transformadas apresentadas na tabela 17-1, no final do 
capítulo, são suficientes para os nossos objetivos. 


São condições suficientes para a existência da transformada de Lapla- 
ce que a função f(t) seja (a) contínua em intervalos e (b) de ordem exponencial. 
A função f(t) é de ordem exponencial se | f(t)I < A e“ para todo t > tọ onde A e 
ty são constantes positivas. Quando tais condições são satisfeitas, a integral de 
transformação direta é convergente para todo o > a e F(s) existe. Na análise de 
circuitos todas as funções satisfazem aos requisitos (a) e (b). 


Figura 17-1 


Exemplo 1 A função apresentada na Fig. 17-1 é chamada função 
degrau (“step”) e é definida por f(t) = 4, t > 0. Determinar a transformada de 
Laplace correspondente. 


Aplicando a equação (1) à função f(t) = A), tem-se 
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Exemplo 2 Obter a transformada de Laplace de f(t) = e *!, onde a é 
uma constante. 


£ [e2] = f eU et dt = Í etsit dt = 
0 0 


co 


| eterst) = 1 
(a + s5) b s+a 


Exemplo 3 Achar a transformada de Laplace de f(t) = sen œt. 


s2 + o? “sro? 


£ [sen œt] = Í en at es! dt T oie?! - e * q cos A o 
o o 
Exemplo 4 Achar a transformada de Laplace da derivada df/dt. 
£ [df/dt] = Í (df/dt) e% dt 
0 


Integrar por partes, usando Í u dv = uv — f v du, onde u =e*, dv =df, 
v = f. Assim, 


Lldf/de) = [e ff - IE fose) dt = 


= —f(0+) + s f fes dt = -f(0+) + sF(s) 


onde f(0+) é o valor da função quando o zero é atingido pela direita, isto é, o 
valor da função para t = (0+). 


Exemplo 5 Achar a transformada de Laplace da integral Í fã) dt. 


£ [J Fé) dt] = J Í f dt es dt 


Integra-se por partes u = Í f(t)dte dv =e “dt. Assim, 


E | j fe) a| = |! fe) dt = e = i [ie fo) dt 
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Sra 


+ 2 F(s) 


0+ 


onde f f(t) dt 19,60 valor da integral para 0+, que também se escreve f1(0+). 


Assim, a transformada de Laplace de uma integral é: 


si lea 
c 1 fO a| = ER) + tfo 
Os pares obtidos nestes exemplos aparecem na tabela 17-1. 
Aplicações na Análise de Circuitos 


O capacitor que aparece no circuito RC série da Fig. 17-2 tem uma 
carga inicial q, com a polaridade indicada. Quando o interruptor é fechado, a 
fonte de tensão constante V é aplicada ao circuito, cuja equação diferencial é, 


então, 
a a 
Va 


| ao 


Figura 17-2 


Ri+eJia-y 2) 


Chamando Hs) à corrente no domínio s, tomamos a transformada de 
Laplace de cada termo da equação (2). 


£ [Ri] + £ E Í ia| = CIV] (3) 
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Assim, f-H0+) = f i dt lọ, = q(0+). A carga inicial q é positiva na placa 
superior do capacitor, a mesma polaridade da carga depositada pela fonte V. O 
sinal é, portanto, positivo. Substituindo q, na equação (4) obtemos: 


Ks) do YV 


Rss Cs “Css (6) 


Reagrupando os termos e fatorando I(s), temos: 


q 
KSR + A - iy z E (6) 
E 1 V - qC 1 
na Sa e e ea 1/RC) Cm 


A equação (7) no domínio s tem uma equação correspondente i no 
domínio do tempo. A operação pela qual F(s) é transformada em f(t) é chamada 
transformada inversa de Laplace, designada por £ 1 [F(s)] = f(t). Reportando- 
nos à tabela 17-1, vemos que F(s) do par 3 é equivalente ao termo 1/(s + 1/RC) 
da equação (7). Assim, da definição de transformada inversa de Laplace e da 
tabela, temos: 


V-C V -qC 
ETs) = i = í Jo pes | 1 | x Jo evRC (8) 


R s + 1/RC R 


A equação (8) é a corrente transitória no domínio do tempo que apare- 
ce, quando o interruptor é fechado, no circuito RC, cujo capacitor tem uma 
carga inicial q}. As condições iniciais foram inseridas na equação (5) no domínio 
s; consequentemente, após tomar a transformada inversa, a equação resultante 
já contém as constantes. 


Observe-se que, após operações algébricas nas equações (6) e (7), a 
função I(s) foi reduzida a uma forma encontrada na tabela, permitindo-nos 
obter a transformada inversa de Laplace. 


A função tempo está mostrada na Fig. 17-3, com uma corrente inicial 
(V -q CVR. Se qC = V, não há transitório, já que a carga inicial no capacitor 
origina uma tensão igual à tensão aplicada V. Se q, for de polaridade oposta, o 
sinal de q/C muda, acarretando uma corrente inicial comparativamente grande. 
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V- qe. 
R 


Figura 17-3 
Quando o interruptor é fechado, aplica-se uma fonte de tensão cons- 


tante V ao circuito RL da Fig. 17-4. Aplicação da lei de Kirchhoff, após o 
fechamento, resulta na seguinte equação: 


Ri+LË -=v (9) 


Figura 17-4 


Aplicando a transformada de Laplace a cada termo, tem-se 


F di 
£ [Ri] + fz a = L[V] (10) 
RI(s) + sL I($) — Li(0+) = V/s (11) 


A corrente inicial i(0+) num circuito em série RL, cuja corrente era 
nula antes do fechamento do interruptor, é também nula para t = 0+. Fazendo 
i(0+) = 0 na equação (11), tem-se: 


Ks) (R + sL) + V/s (12) 
DEVE safe V 1 
ME Ea s) L (5) (s + R/L) a 


A função da equação (13) não aparece na tabela 17-1; porém, se ela 
puder ser modificada para a forma A/s + B/(s + R/L), os pares 1 e 3 podem ser 
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usados nas duas partes e o par 16 indica que a função tempo total é a soma de 
duas funções tempo, isto é, [ 7! LF (s) + F (s)) = f,(t) + f(t). Para obter a soma 
desejada, fazemos o segundo membro de (13), excluída a constante V/L, igual à 
soma das frações, como se segue: 


1 rAr B _ A(s + R/L) + Bs (14) 
s(s + R/L) s (s+R/D |. s(s + R/L) 
Dos numeradores tiramos a seguinte equação em s: 
1 = (A + B)s + AR/L (15) 


Igualando os coeficientes dos termos da mesma potência em s, obtemos: 
A+B=0, A=L/R, B=-L/R (16) 


Empregando as frações parciais indicadas com A e B determinados 
acima, a equação (13) fica: 


V [L/R -L/R V1 1 
19 = 7 [ s "EE Ha FET a7 


A aplicação das transformadas 1 e 3 da tabela 17-1 dá a expressão da 
transformada inversa da corrente. Logo, 


-1 Seea VEAR L SSN SS 
£ Uol =i=7 [4 BR: aN He 


i= u A — eE) (19) 


A equação (19) representa o conhecido crescimento exponencial com o 
valor V/R para a corrente em regime estacionário. 
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Métodos de Desenvolvimento 


Na análise de circuitos, o desenvolvimento de quocientes na soma de 
várias frações é frequentemente necessário para a obtenção da transformada 
inversa de Laplace, já que, geralmente, a corrente no domínio s é a relação de 
dois polinômios em s, 


Hs) = P(s)/Q(8) (20) 
em que G(s) é de grau superior ao de P(s). A equação (14) foi um exemplo de 


desenvolvimento de quociente. 


Examinaremos, agora, a aplicação do método de desenvolvimento em 
frações parciais aos diferentes casos que ocorrem no desenvolvimento de quo- 
cientes de polinômios. Apresentaremos, também, um outro método, chamado 
fórmula de desenvolvimento de Heaviside. Sua aplicação conduz a um caminho 
diferente no cálculo da transformada inversa de Laplace de quocientes de 
polinômios. 


1. Método de Desenvolvimento em Frações Parciais 


À equação (20) pode ser escrita como uma soma de frações cujos deno- 
minadores sejam, cada um, um dos fatores de &(s) e cujos numeradores sejam 
constantes. Desenvolvendo o quociente P(syQ(s) devemos considerar as raízes 
de Q(s). Elas podem ser reais ou complexas, dando origem a três casos. 


Caso 1 As raízes de Q(s) são reais e desiguais. 


Consideremos a seguinte expressão da corrente do domínio s: 


Ps) s— 1 


Ks) = = 21 
a QG) s2 + 3s+2 a 
Fatorando Q(s), a equação (21) pode ser escrita como: 
s-1 A B 
STEREO a a 


Para s = —2 e s = —1, a expressão se torna infinita e diz-se que existem 
pólos simples para esses valores de s. O coeficiente de um pólo simples s = So É 


dado por Ks) ( 
se ambos os n 


Faze 


Subst 


A tra 
i = 38e% — 2e“ 


Outr: 


S 


Igual: 
A+2B=-1. 
método sempr 
se chegar aos 
em equações s 


Caso 


Consi 
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dado por I(s) (s — sol, s Assim, para determinar o coeficiente A, multiplicam- 
se ambos os membros de'(22) por (s + 2): 


s na soma de s-1l B 
transformada (s + 2Xs + 1) Ras (s + 1) Sema) (23) 
é a relação de 
Fazendo-se s = 2, 
(20) 
s— 1 
n exemplo de To eia 
J Do mesmo modo, 
olvimento em 
aento de quo- A 
do, chamado B = po pra 
i s+ ZE = 
ı um caminho 
juocientes de Substituindo em (22) a corrente do domínio s fica: 
3 —2 
o e (22) 
>s cujos deno- 
adores sejam E y A 
ar as raízes A transformada inversa de Laplace para I(s) obtida da tabela 17-1 é 


‘asos. i = 3e det. 
Outro método Multiplicando ambos os membros de (22) por (s + 2Xs + 1): 
ios: s — l = A(s + 1) + B(s + 2) = (A + B) +A + 2B 


Igualando os coeficientes das potências iguais de s, tem-se A + B = 1 e 
(21) A+2B=-1. Assim, A = 3 e B = —2, os mesmos valores obtidos antes. Este 
método sempre conduz a equações simultâneas, que devem ser resolvidas para 
se chegar aos coeficientes procurados, ao passo que o primeiro método resulta 
em equações simples e independentes para cada coeficiente. 


Caso 2 As raízes de Q(s) são reais e iguais. 
(22) Consideremos a seguinte expressão para a corrente do domínio s: 


Ps) _ 1 1 


a Q) s2 + 6s+9 |. s(s + 3} 


: que existem (es) 


nples s = s} é 
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Logo, 
1 A B C 


ss 4 32 s's+3"!6+3P 26) 


Multiplicando ambos os membros de (26) por s e fazendo s = 0, temos: 


po LEE -1 
(s+3P.o 9 
No caso de raízes repetidas, o coeficiente do termo quadrado é dado por 


Ks) (s -sl sy Então, 


s 


Assim, o coeficiente do termo linear é dado por o [H(s) (s — so] Is=s, 


d i 


Portanto, B = —— = 5 = 


9 


ds s 


s=-3 S s= -3 


Substituindo na equação (2.6), a corrente é: 


1 1 1 
9 9 3 
Ks) s s+3 (8+3? ao 


e a transformada inversa de Laplace é i = E = 5 et — 5 te. 


Outro método Multiplicando ambos os membros de (26) por s(s + 3)2, 
tem-se: 


1=A(s+32+Bss+3+0s=(A+B)S2+(6A+3BCOs+9 
Igualando os coeficientes das potências iguais des, A + B = 0, 6A + 3B 


+ C = 0 e 9A = 1; então, A = E B = -s e C = —-S, resultados já obtidos 


Co [ta 


anteriormente. 
Caso 3 As raízes de Q(s) são complexas. 


Consideremos a seguinte expressão para a corrente do domínio s: 


T(s 


Como 
radores das fr: 


Multiy 
obtém-se: 


Subst 


Atrar 


Outr: 
(s+2-—j) obti 


Igual 
AQ — 3) + A*(2 


2. Fórmula d 


A fór 
Laplace do qu 


(26) 


3=0, temos: 


do é dado por 


so] Is=s, 


(27) 


por s(s + 3%, 


Ds + 9A 
= 0, 6A + 3B 


»s Já obtidos 


nínio s: 
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P) 1 = 1 
=) Zr4a+5 E+240642-) e 


Como G(s) tem raízes complexas conjugadas, as constantes nos nume- 
radores das frações parciais são também complexos conjugados. Assim, 


1 A z Ax 
G+2+)s+2-D s+2+j s+2-j 


(29) 


Multiplicando ambos os membros de (29) por (s + 2 + j) e fazendo s = -2 —;, 
obtém-se: 


Substituindo na equação (29), a corrente fica 

a Es 

a q (30) 
s+2+) s+2-7 


Ks) = 


-2 


A transformada inversa de Laplace é i = e * sen t. 


Outro método Multiplicando ambos os membros de (29) por (s + 2 +j) 
(s +2-—j) obtém-se: 


1 = A(s + 2 — j) + A*s +2 +j) 


Igualando os coeficientes das potências iguais de s, A + A* = 0e 
A(2 — j) + A*¥(2 + j) = 1, então 


2. Fórmula de Desenvolvimento de Heaviside 


A fórmula de Heaviside estabelece que a transformada inversa de 
Laplace do quociente Ks) = P(s)/Q(s) é dada por: 


aleo] & Pap a: 
l E E 2 Pa) em 
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onde a, são as n raízes distintas de Q(s). 


Aplicando a fórmula de Heaviside à expressão da corrente do domínio 
s, dada no caso 1, temos: 


BB ro Rosa im s-1 
Os) s2 +3s+2 (S+2s+1) 


Ks) = (32) 


Para P(s) = s — 1, Q(s) = s? + 3s + 2 e Q(s)=2s+ 8. As raízes são a =-2 
e a, = —l. De (31) temos, então, 


2 ca [PO] PED a 
a a EM 
z3 -2 2 


LSA Tá t 32t z 
=€ tye 3e 2e 


PI) 
QI) * 


+ 


Teorema do Valor Inicial 


Do exemplo 4, 


£ [df/dt] = Í (df/dt)es dt = sF(s) — f(0+) (33) 
0 
Em (33), tomando o limite para s — œ, tem-se 
lim Í (df/dt) es dt = lim Is F(s) — FO) (34) 
S — o 0 S = œo 


O integrando contém e*, que tende para zero quando s — o». Então, 


lim {s F(s) - f09|=0 (85) 
Como f(0+) é uma constante, pode-se escrever (35) como 
f(0+ = lim {s F(s)} (36) 


A equação (36) exprime o teorema do valor inicial. Podemos achar o 
valor inicial de uma função do tempo f(t) multiplicando a função corres- 
pondente do domínio s, F(s), por s e tomando o limite, quando s > os, 


Exem 
V-q 
lg 


i(0+) emprega 
a! 


Este r 


Teorema c 


Do ex 


Toma: 


Como 


lim f ( 


s>50 


a equação (38) 
ou f(%) = lir 
Ss: 


A equ 
aplicação do t 
função do tem 
s, f(s), e tomai 
aplicada quar 
reais negativa 
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Exemplo 6 No circuito RC da Fig. 17-2, a corrente do domínio s é 


V — ql 1 
ERR PDR = 0 E 3 E 
o domínio (s) R e + IRO Ver equação (7). Determinar a corrente inicial 
i(0+) empregando o teorema do valor inicial. Da equação (36), 
V- qC V- qyC 
(82) i(0+) = lim | F s ER 
Rage (s + 1/RC) R 
ja Este resultado foi mostrado na Fig. 17-3. 
ssãoa,=-2 
Teorema do Valor Final 
Do exemplo 4, 
LIdf/dt] = f (df/dt) es dt = sF(s) — f(0+) (37) 
0 
Tomando o limite de (37) para s > 0, tem-se: 
lim Í (df/dt) es dt = lim {s F(s) — f(0+ } (38) 
s50 0 s>50 
(33) 
Como 
(34) | lim f (df/dt) es dt = Í df = f=) — f(0) e lim f(0+) = f(0+), 
s50 0 0 s>0 
o, Então, a equação (38) fica f(vo) — f(0) = — f(0+) + lim | s F(s) } (39) 
s>0 
(35) $ 
ou f(%) = lim i s F(s) | (40) 
s50 
A equação (40) exprime o teorema do valor final. Por analogia com a 
(36) aplicação do teorema do valor inicial, pode-se encontrar o valor final de uma 
função do tempo, f(t), multiplicando por s a função correspondente do domínio 
mos achar o s, f(s), e tomando o limite, quando s > 0. A equação (40), entretanto, só pode ser 
ação corres- aplicada quando todas as raízes do denominador de s F(s) tiverem as partes 
E l reais negativas. Esta restrição exclui as funções senoidais, mas como estas são 
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indeterminadas no infinito (periódicas) o teorema anterior não pode ser apli- 
cado às mesmas. 


Exemplo 7 No circuito RL da Fig. 17-4 a corrente do domínio s, 
via 1 
R|s s+R/L 
em regime estacionário. 


Is) = 


[ver equação (17)]. Determinar o valor da corrente, 


Da equação (40), 


: VAR E 5 
e Tu R E 8+ | ERR 


Circuitos do Domínio $ 


À equação para o circuito em série RLC, mostrada na Fig. 17-5, é 
E [igro 
Ri+LGto idt =v (41) 


Esta equação foi resolvida no Capítulo 16, empregando-se os métodos 
clássicos. 


| 
A 


Figura 17-5 


No regime estacionário senoidal, os três elementos de circuito, R, Le C, 
têm impedâncias complexas que, em função de œ, são respectivamente R, joL e 
1/jwoC. A equação do circuito passa, então, do domínio do tempo para o da 
frequência e, com tal transformação, as tensões e as correntes se tornam 
fasores. Assim, a equação do circuito série RLC mostrado na Fig. 17-6 é: 


RI + joli + (1joCOI = V (42) 


A var 
ção transforn 
fasor I. As di 
pela impedân 


O mé 
queda de ten: 
modo, a tens 


tensão no caj 


circuito da Fi, 


Na e 
relação entre 
complexa de : 
do método de 


de ser apli- 


» domínio s, 


da corrente, 


-5, é 


(41) 


os métodos 


to, R,LecC, 
te R, JoL e 
para o da 


se tornam 
-6 é: 


(42) 
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Figura 17-6 


A vantagem obtida com a transformação reside no fato de que a equa- 
ção transformada pode ser tratada algebricamente para a determinação do 
fasor I. As diversas quedas de tensão são simples produtos do fasor corrente 
pela impedância do respectivo elemento de circuito. 


O método da transformada de Laplace resulta na transformação da 
queda de tensão Ri, do domínio do tempo, em RI(s), do domínio s. Do mesmo 
modo, a tensão na indutância, L(di /dt), torna-se sLI(s) — Li(0+) e a queda de 


q 
tensão no capacitor, 1/C Í idt, torna-se ade Ks) + — 


SC SC Assim, a equação do 
circuito da Fig. 17-7 fica: 
Ri(s) + sLI(s) — Li(0} + ES + eo = V(s) (43) 
sC sC 
Ig) IR + sL + 1/8sC} = V(s) - qy/sC + Li(0+) (44) 


Figura 17-7 


Na equação (44), R + sL + 1/sC é a impedância Z(s) do domínio s, 
relação entre a excitação e a resposta. Z(s) tem a mesma forma da impedância 
complexa de regime estacionário senoidal, R + jwL + 1/jwC. Tanto as equações 
do método de análise pela corrente de malha como as do método das tensões nos 
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nós podem ser aplicadas com facilidade aos circuitos no domínio s, desde que se 
observem convenientemente os sinais a empregar nos termos das condições 
iniciais, Li(0+) e qg/sC. 


Consideremos o circuito da Fig. 17-8(a), onde existe uma corrente 
inicial i,, com o interruptor na posição 1. Quando t = 0, o interruptor é levado 
para a posição 2, introduzindo-se no circuito uma fonte constante V e um 
capacitor com uma carga inicial q}. O sentido positivo da corrente i foi arbitrado 
como indica o diagrama. 


Na Fig. 17-8(b), a fonte constante foi transformada em V/s e a corrente 
resultante é Is). Os termos da condição inicial são, agora, fontes com os 
sentidos indicados, e a equação correspondente seria idêntica à equação (44). 
Para uma corrente inicial i, de sentido oposto ou uma carga inicial qo de sinal 
contrário, os sinais dos termos Li(0+) e q9/sC mudariam também. 


Li0+) 1/s€ q,/sC 
ER 


V/s 
(a) (b) 


Figura 17-8 


Os exemplos que se seguem mostram a semelhança entre as equações 
do domínio s e as equações dos fasores, examinadas anteriormente, em outro 
capítulo. Todos os teoremas sobre estruturas, desenvolvidos e aplicados no 
regime estacionário senoidal, têm seus correspondentes no domínio s. 


Exemplo 8 O diagrama da estrutura de duas malhas da Fig. 17-9 
mostra as correntes de malha do domínio s, escolhidos arbitrariamente. 


Fechando-se o interruptor quando t = 0, determinar as equações de 1 1 (8) 
eT(s). 
2 


Ao fech 
equaçõe 


e R 


Como a 
matrici: 


As eque 
pelo det 


Lí 


Exemp 
estrutu 


O nó e 
interru 


desde que se 
as condições 


ma corrente 
ptor é levado 
inte V e um 
foi arbitrado 


: e a corrente 
ntes com os 
quação (44). 
al gp de sinal 


as equações 
te, em outro 
aplicados no 
28. 


la Fig. 17-9 
rariamente. 
ções de 1, (s) 
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Figura 17-9 


Ao fechar-se o interruptor, a fonte V/s é aplicada à estrutura e as duas 
equações de malha são: 


R, 4s) - R18) = V/s 
e (Ri + R, + sDIL(s) - R148) = Li(0+) 


Como a corrente inicial na indutância é nula, as equações, sob a forma 
matricial, são: 


R, -R; 18) | Tv/s 
Ro oR FR ETULO T 0 


As equações independentes de Z (s) e I,(s) são obtidas por substituição ou 
pelo determinante, tendo-se: 


vik, + R, + sL no E 1 
Ri B+s)| ° sr, + sh) 


LO = 


Exemplo 9 Escrever a equação do domínio s para as tensões de nó, na 
estrutura da Fig. 17-10. 


O nó e a referência foram escolhidos como mostra a figura. Quando o 
interruptor é fechado, a equação do nó é 
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Figura 17-10 


Vs) — V/s — Li(04) 
sL 


Vis) Vis) 
—— + 
1 R, 


ou + 


ou (1/sL + 1/R; + V/RyV/(8) = Ys + Lin 


L 


A corrente inicial na indutância é nula; logo, a equação da tensão de nó 
V (s) é 


Vide yV RR, 
1 s |R R + sLR, + sLR, 


Exemplo 10 Escrever as equações do domínio s das correntes de malha 


da estrutura apresentada na Fig. 17-11. Supor que o capacitor tem uma 
carga inicial q}, no instante em que o interruptor é fechado. 


= 
R, 
+ 


V/s = | q SC 


- 


Figura 17-11 


17.1 


17.2 


O diagr: 
de malt 


Escreve 


Determit 


Aplican 


tem-se: 


£fe% c 


- [E 


Ss + 
(Ss + a) 


Sel [fU 
174. 


Por def 


Lle” ; 
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17.1 
zensão de nó 
zes de malha 
zor tem uma 

17.2 


O diagrama apresenta os sentidos que foram arbitrados para as correntes 
de malha. Aplicando a lei de Kirchhoff a ambas as malhas, temos: 


ŒR, + RJl(s) - Rjls) = V/s 
(R, + 1/sOls) - Rs) = -qg/sC 
Escrevendo-as na forma matricial, 


R, + Rg -R 1s) | | V/s 
-R, R, + 1/sC | | IXs) | 9g” sC 


Problemas Resolvidos 


Determinar a transformada de Laplace de e“! cos œt, onde a é uma constante. 


Aplicando a equação de definição £ [f(t)] = f fie dt à equação dada, 
0 


tem-se: 


£ [e cos œt] = l] cos wt eE +o dt 
0 


“As + a) cos ot et + etot qt sen q | 
(s + a? + o? b 


s+ a 
(s + a) + q 


Se £ [f(] = F(s), mostrar que £ [e f()] = F(s+ a). Aplicar o resultado ao Probl. 
IZel 


Por definição, L [FO] = l, f0es% dt = F(s). Logo, 


Lie f] = Í e% [fee ]at = Í fest dt = Fs+a) (1) 
0 0 
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Como L [cos œt] = E (ver tabela 17-1), segue-se de (1) que 

s 
Lle% cos œt] = RS e conforme foi determinado no Probl. 17.1. 
(s+al+ o 

17.3 Obter a transformada de Laplace de f(t) = 1 — e, onde a é uma constante. 

Temos 

Lil — es] = f 1 —- eet dt = f estdt — f estat dr 

0 0 0 
0 
= lgs ET 1 es takt a 1 Es 1 = a 
s s+ a s s+a s(s + a) 

17.4 


E 1 
Ei AS 
Determinar £ Es ER | 


Empregando o método das frações parciais, temos: 


1 A B C 
+ + 


SG Sao s sra ssa 


e os coeficientes são; 


1 1 1 1 
A= = = — B= EECA 
s — a? o a? s(s — a) | _ 2a? 
o 1l aan 
~ s(S +a) L-a 2a? 
Assim, 


—1/a2 a 2 2 
a a E J=] 1/a [eua] 1/20 [sm [ze l 
s(sº — a?) s s+a s-a 
As funções do tempo correspondentes são encontradas na tabela 17 -1: 


1 1 1 1 
co Sie ry ai 4 at 
Fe — a?) l a2 992€ 2a? € 


EE eo rs 


17.5 


17.6 


alias 
a2 


Determin 


Empreg: 


s+1 
s(s + 2) 


Logo, A 


O coeficir 


die = 
: EE 


As funçõ 
Assim, 


o PES 
Ee 


A carga ini 
10% coulo 
uma fonte - 
da de Lapi 


1) que 
10 Probl. 17.1. 


constante. 


* dt 


L/202 
3— aq 


bela 17-1: 
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17.5 


17.6 


1 1 (et + qa 
2 


]- L (cos h at — 1) 
a 


E Sti 
Determinar £ FE +48 14) | 


Empregando o método das frações parciais, temos: 


s+1 A B C 


ss + 22 s s+2 "(+ 


s+1 1 s+1 1 
Logo, 4 = 25 = go (= a LR 
(s + 2) ea RE s RT 
O coeficiente do termo quadrado é: 
pE a Ea Sa 3 sd 
s s sua SS d 
Assim, 
1 za i 
1 S + 1 a 4 =i 4 “1 2 
RR ção CORRO [o E + EE 
a Ea s s+2 £ (s + 22 


As funções do tempo correspondentes são encontradas na tabela 17-1. 


Assim, 


E] s+1 1 1 -2i 1 —2t 
=- t 
É Ferro a CR 


A carga inicial do capacitor do circuito RC em série da Fig. 17-12 é Go = 2500 x 
10% coulombs. Quando t = 0, fecha-se o interruptor, aplicando-se ao circuito 
uma fonte de tensão constante V = 100 volts. Empregar o método da transforma- 


da de Laplace e determinar a corrente. 
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Oo 
ae 
+ 


100 v -= 


109 


Figura 17-12 
Depois do fechamento do circuito, a equação do domínio do tempo é: 
Ri fida=v 
C 
ou 
10: + 


1 
= = 10 
50 x 106 fi ar = 100 a 


Tomando a transformada de Laplace dos termos de (1), obtém-se a equa- 
ção do domínio s 


I(s) do 100 


10s) + + = 
O TO a a Ca 


(2) 


A polaridade de q}, mostrada no diagrama, é oposta à da carga que a fonte 
deposita no capacitor; assim, a equação do domínio s é: 


Ks) 2500 x 10% _ 100 


oky e n (O E 
ADE PO OE DE 


(3) 


4 
Rand pes +2x 10 | E a o 
ou 
15 
gs ne, 
(8) s+ 2x 10º z 


Obtém-se a função do tempo tomando a transformada inversa de Laplace 
de (5) 


17.7 


LLES) 


Se a car; 
o sinal « 
igual a £ 


O interru 
bastante 
quando i 


Admitin 
inicial é 


À equaç 
251 + 04 
Tomand 
25I(s) + 
Substitr 
251(s) + 


e Ks) = 


Desenv: 
ciais, te 

10º 
s(s + 2 
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17.7 


empo é: 


(1) 


im-se a equa- 


(2) 


ra que a fonte 


(3) 


(4) 


(5) 


ia de Laplace 


15 


q EES de dg 
a O FER 


| Suy 5e x10?t 

Se a carga inicial q, for positiva na placa superior do capacitor, é positivo 
o sinal de g,/sC na equação (3). O segundo membro da equação (4) fica 
igual a 50/s, acarretando uma corrente transitória i = 5 €? x 10%. 


O interruptor do circuito AL da Fig. 17-13 é mantido na posição 1 durante tempo 
bastante para que se estabeleçam condições de regime estacionário e, 
quando t = 0, é deslocado para a posição 2. Determinar a corrente resultante. 


Figura 17-13 


Admitindo para a corrente o sentido indicado no diagrama, a corrente 
inicial é ¿i = — 50/25 = — 2 A. 


A equação do domínio do tempo é 


25i + 0,01 (di/dt) = 100 (1) 
Tomando a transformada de Laplace, 

25I(s) + 0,01s Is) — 0,01 i(0+) = 100/s (2) 
Substituindo i(0+), 

25IJ(s) + 0,01s I(s) + 0,01 (2) = 100/s (3) 
7 Ka E 100 0,02 10º 2 


s(0,01s + 25) ` 0,015 +25“ s(s + 2500) 24900 É 


Desenvolvendo na equação (4) pelo método das frações par- 


10 
(s + 2500) 
ciais, temos: 

10º A, ms 
s(s + 2500) s s + 2500 


(5) 
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4 4 
Então, A = Soo | =4 e p= 1% =-4 
EE =0 S |s=-2500 
Substituindo na equação (4), 
4 4 2 4 6 
9) =52+2500 er B a 54 2500 (6) 
Tomando a transformada inversa de Laplace da equação (6), temos 
i = 4 — Ge 2500, 
17.8 Uma tensão exponencial v = 50671% é aplicada ao circuito RL da Fig. 17-14, ao 


se fechar o interruptor, no instante t = 0. Determinar a corrente resultante. 


Figura 17-14 


A equação do domínio do tempo para o circuito dado é: 

Ri + L(di/dt) = v (1) 
que no domínio s tem a forma 

RIs) + sL (s) —- Li(0+) = Ví(s) (2) 


Substituindo as constantes de circuito e a transformada da fonte 
Vís) = 50/s + 100) em (2), 


50 250 


toan sU D ao O O AOC ÃO) 


(3) 


Pela fórmula de desenvolvimento de Heaviside, 


q «caio |. Par) an 
LHKs) = £ E = 2 Fa) ent, onde 


P(s) = 250, Q(s) = s? + 150s + 5000, Q'(s) = 2s + 150, a; =—100 e a, = —50. 


Então, 


O circuit 
sen (20C 
a polaric 
do quan 


40i + a 
Atrans 


40I(s) + 


Substit 
40I(s) - 
ou 

Hs) = - 
Aplicar 


(82 + 4 


P(s) = « 


(6) 


ão (6), temos 


a Fig. 17-14, ao 
esultante. 
(1) 
(2) 


ada da fonte 


50 (3) 


00 e a, =-50. 
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17.9 


z 250 250 
z ça E» —100% —50t — -100t —50€ 
Então, i = £-HK(s)] = 50 * + 50 e 5e + 5e 


O circuito RC em série da Fig 17-15 tem uma fonte de tensão senoidal v = 180 
sen (2000t + 4) e uma carga inicial g, = 1250 x 10 coulombs, no capacitor, com 


a polaridade indicada. Determinar a corrente supondo que o interruptor é fecha- 
do quando q = 90”. 


Figura 17-15 


: 1 : á 
40i + 25 x 10% Í idt = 180 sen (2000t + 90º) (1) 


A transformada de Laplace da equação (1) resulta na equação do domínio s 


Substituindo em (2) o valor da carga q temos: 
ou 
E 4,5 s 1,25 (3) 


(2 + 4x 10s + 10) s+ 10 
Aplicando a fórmula de desenvolvimento de Heaviside ao termo 


4,5 s2 ; 
(s2 + 4 x 10%(s + 103) 


P(s) = 4,5 8º, Q(s) = sè + 10382 + 4x 108 s + 4x 10º, 
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Q() = 382 + 2x103 s+ 4x106, 
a= -j 2x 10°, a, = j 2x 10° eag =-—10°. 


- PCR x 108) eirxiot y P2 x 108) j2 x 10% 
QCj2 x 10º) QG x 108) 

P(-10º) 

Q-10º) 


= (1,8 — j0,9)e72*10 4 (1,8 + 10,9) e2x10% 0,35 e10" 


i + 


3 3 
e to fo 1,25 e10 t 


= -1,8 sen 2000t + 3,6 cos 2000t — 0,35710" (4) 


4,02 sen (2000t + 116,6) —0,35 e10 


Quando ż = 0, a corrente é obtida pela tensão instantânea, constituída 
pela fonte de tensão e o capacitor carregado, dividida pela resistência. 
Assim, 


6 
io = [so sen 90º — EE / 40 = 3,25 ampères. 


O mesmo resultado é obtido quando se faz t = O na equação (4). 


17.10 A fonte de tensão senoidal do circuito AL em série da Fig. 17-16 é dada por v = 
100 sen (500t + é). Determinar a corrente resultante supondo o interruptor 
fechado quando ọ = 0. 


Figura 17-16 


17.11 


A equa 
RI(s) - 
Atran: 


correni 
consta: 


5I(s)+ 
Desem 
Ks) = 


A tran: 
i=10: 
= 10e* 
Escrevi 
v = 10 


introdi 
rente c 


Para v 


5 Ks)4 
Empre 


Toman 
função 


i= (dl 
= Je 
= J 


0% 


(4) 


a, constituída 
a resistência. 


res. 


(4). 


é dada por v = 
2 O interruptor 


Transitórios pelo método da transformada de LAPLACE 563 


17.11 


A equação geral do domínio s de um circuito RL em série é: 
RI(s) + sLI(s) — Li(0+) = V(s) (1) 
500(100) 
s2 + (500) 


corrente inicial na indutância, Li(0+) = 0. Substituindo na equação (1) as 
constantes do circuito, temos: 


A transformada da fonte quando q = 0 é V(s) = Como não há 


5x10 RCE 5x 10 
s2+25x 10 (s? + 25 x 10) (s + 500) 


5 K(s) + 0,01s Is) = (2) 


Desenvolvendo (2) pelas frações parciais, 


E Goes Er 10 
TELS HE E a ta E E E) E RABO (8) 


Atransformada inversa de (3) é 

i = 10 sen 500% — 10 cos 500% + 10e 500% = 

= 10659 + 14,14 sen (500 — 1/4) 

Escrevendo-se a função tensão do Probl. 17.10 como 

v = 10050% (1) 


introduz-se um termo co-senoidal na fonte de tensão. Determinar a cor- 
rente do circuito do Probl. 17.10, empregando a equação (1). 


Para v = 100e/599%, V(s) = 100/(s — 500) e a equação do domínio s é 
5 Ks) + 0,01s Ks) = 100/s — 500) e Ks) = 10%Ks — 1500) (s + 500) (2) 


10 — j10 E -10 + 710 
s — 7500 s + 500 


Empregando frações parciais: I(s) = 


(8) 


Tomando a transformada inversa de Laplace de (3), a correspondente 
função do tempo da corrente é: 


i = (10 — ;10) 50% + (10 + 710) e 50% 
14,14 e1600:-2/8) 4 (10 + j10) e 500% 


14,14 Í cos (500% — 1/4) + j sen (500% — 1/4) | + (-10+710) e 50 (4) 
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Como a fonte de tensão do Probl. 17.10 só continha a parte imaginária de 
(1), a corrente resultante é a parte imaginária da equação (4), 


i = 14,14 sen (500% — 1/4) + 100 59% 


17.12 Não há carga inicial no capacitor do circuito RLC em série da Fig. 17-7. Deter- 
minar a corrente resultante, admitindo que o interruptor é fechado quando t= 0. 


20 
A es 
1H 
+ 
50 V =- 
| ps F 
Figura 17-17 


A equação do domínio do tempo para o circuito dado é: 
Ri+LÉ +4 fidt=V (1) 


A transformada de Laplace dos termos de (1) resulta na equação do domínio s 


1 do V 
R Ks) + sLI(s) — Li(0+) + sc 169) Be ta (2) 


Das condições limites iniciais, Li(0+) = 0 e q9/sC = 0. Substituindo em (2) 
as constantes do circuito, temos: 


21(s) + Is Ks) + 05510 = = 5 (3) 
ou 

50 50 
Ks) = = 4 
(s) s +28+2 (sS+1+Xs+1-)) (4) 
Desenvolvendo (4) em frações parciais, 

os : 
Ie) = — Ja (5) 


(s+1+) (6+1-) 


17.13 


eatrar 
domíni: 
i = 25 
As duas 


me esté 
represe 


Toman: 
ponden 


51 (8) 
10 1,8) 
Quand 


procuri 


Zks), TX 


54L 
5 
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maginária de eatransformada inversa de Laplace da equação (5) resulta na equação do 
D, domínio do tempo para a corrente 


i = j25 (ed — +] = 50e* sen t 


3. 17-7. Deter- 17.13 As duas correntes de malha da estrutura da Fig. 17-18 foram escolhidas confor- 
quando t = 0. me está indicado. Escrever as equações do domínio s sob a forma matricial e 
representar o circuito correspondente. 


Figura 17-18 


O par de equações no domínio do tempo é: 


5i +ifidi+5,=v e 10, + 2di,/di) + 5i, =v D) 
(1) 
Tomando a transformada de Laplace de (1) para obter as equações corres- 
» do domínio s pondentes no domínio s, temos: 
pi E E 
(2) 51(s) + 25 I (s) + 2s + 5L(s) = V(s) 
indo em (2) 10 Ts) + 2515) — 2104) + 51(s) = Vís) (2) 


Quando este par de equações é escrito sob a forma matricial, o circuito 
(3) procurado do domínio s pode ser determinado pelo exame das matrizes de 
Z(s), I(s) e V(s) (ver Fig. 17-19). 


5 + 1/2s 5 L(s) | | Vis) - qy/2s 
| 5 10 + 2s | |Z) | |V(s) + 21404) 
(4) 


(5) 
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5 2s 21/0+) que, sı 


(10 + 
Vís) 5 
ou 
Figura 17-19 I(s) 
17.14 Determinar as correntes nas duas malhas da estrutura da Fig. 17-20, ao fechar- Aplica 
se o interruptor. 
I 1(8) = 
Finaln 
L AE) = 
17.15 Aplicar 
do dor 
Figura 17-20 As du: 
As equações no domínio do tempo são Iís) = 
di di 
ê garra pas O valo 
107, + 0,02 di 0,02 Ta 100 (1) 
di, k di, i,(0) = 
0,02 PA + dig — 0,02 dt =0 
eoval 
Tomando a transformada de Laplace, temos: 
(10 + 0,028): (s) — 0,028 L,(s) = 100/s (2a) Ada 
(5 + 0,0251s) — 0,02s1,(s) = 0 (25) O valo 
Da equação (2b) temos: i,(0) = 


Is) = L(s) (3) 


s 
s + 250 
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que, substituída na equação (2a) nos dá: 


s 100 
(10 + 0,02s) 1,(s) — 0,02s fn% ç E zol) = (4) 
ou 
+ 250 

E [sê + 166 | fa) 

20 ao fechar E Aplicando a (5) o método das frações parciais obtém-se: 
= 3,33 = —166,7t 
I(s) Soa E s + 166,7 e LS 10 - 3,33 (6) 


Finalmente, substituindo (5) em (3) obtém-se a equação do domínio s: 


s+250 l 
149) = 6,67 G E RS s+250 É st; +166,7 


17.15 Aplicar os teoremas do valor inicial e do valor final às equações de 4 (s) e h(S), 
do domínio s, no Probl. 17.14. 


) e i, =6,67e166 (7) 


As duas equações do domínio s no Probl. 17.14 são: 


s + 250 1 
logado F + T G 6d E E 1567 


(1) O valor inicial de i, é dado por 
; E i s + 250 £ 
10) = Hn: Is L(s)] = Dny [eef $ | = 6,67 A 
e o valor final 
(2a) Ervas bs E + 166,7 
(2b) O valor inicial de i, é dado por 


lim [s 7,69) = lim |e. fios 3 4250 | 6,67(250/166,7) = 10 A 
|- = 667 A 


i {0) = lim Ís L(s)] = jim [6 df = 166 7) 
(3) 
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17.16 


17.17 


e o valor final 


À : s 
ia(œ) = lim [s L(s)}] = lim [es E | =0 
2 TRAA 2 Rare s + 166,7 
Um exame do circuito da Fig. 17-20 verifica cada um desses valores 
iniciais e finais. No instante do fechamento, a indutância apresenta uma 
impedância infinita e a corrente i = i = 100/10 + 5) = 6,67 A. Já em 
regime estacionário, a indutância aparece como um curto-circuito; então 
i =10A ei, =0. 
Determinar a impedância equivalente à estrutura da Fig. 17-20 e representar o 
circuito, utilizando essa impedância. 


No domínio s, a indutância de 0,02 H tem uma impedância Z(s) = 0,02s, 
que pode ser tratada da mesma forma que jwL, em regime estacionário 
senoidal. Portanto, a impedância equivalente da estrutura, vista da fon- 
te, é: 


Z(s) = 10 + 


(1) 


0,02s(5) _ 0,3s + 50 | (S + 1667 
0,02s + 5 ~ 0,02s + 5 ` s + 250 


Zís) 


Figura 17-21 


A Fig. 17-21 mostra o circuito com a impedância equivalente. A corrente é 


“ VO _ 100f_ s+250 s + 250 
1 zo S Fe + En Bis ei E E 185 2 


p4 


Esta expressão é idêntica à equação (5) do Probl. 17.14. Portanto, a 
função do tempo é i, = 10 — 3,33e 1687, 


Não há carga inicial no capacitor da estrutura de duas malhas da Fig. 17-22. 
Determinar as correntes de malha j e i que resultam no fechamento do circuito, 
no instante t = 0. l 


As equ: 
101, + 

eas cor 
10 Z,(s) 


ou, sob 


10 +: 
1 


donde . 
Para ok 
501% + 


17.18 Obter a 
determir 
divisão | 


À impe: 


Z(s) = 


esses valores 
xresenta uma 
67 A. Já em 
ircuito; então 


representar o 


Z(s) = 0,02s, 
estacionário 
vista da fon- 


(1) 


Acorrente é 
(2) 


Portanto, a 


la Fig. 17-22. 
to do circuito, 
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Figura 17-22 
As equações do domínio do tempo são 
10i, + o f idt + 10i, = 50 e 50i, + 10i, = 50 (1) 


e as correspondentes no domínio s são: 


101,6) + 525409) + 101,8) = 50/s e 50148) + 107,6) = 50/s (2) 


ou, sob a forma matricial, 


10 + 1/0,2s 
10 


10] |48) 
A 1/9) 


_ 150/s 
“150/s 


donde 1 (s) = 5/(s + 0,625) e à, = 5e 0.625 


Para obter i,, substituímos o valor de i na segunda das equações de (Z): 


50i, + 10(5e 825% = 50 e i, = 1 — 62 


17.18 Obter a impedância equivalente da estrutura do Probl. 17.17, no domínio s, e 
determinar a corrente total e as correntes nos ramos, empregando a regra da 
divisão da corrente. 


A impedância equivalente no domínio s é: 


80s + 50 _ 


40(1/0,25) 


Z(s) = 10 + 


40 + 1/0,25 — 


8s + 1 


a 


s + 5/8 
s + 1/8 


(1) 
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A Fig. 17-23 mostra o circuito; a corrente resultante é: 


Vis) 50) s+1/8 | - s+ 18 
o eo a os + E) = S ss + 5/8) Sds 
Exprimindo a equação (2) em termos de frações parciais, 
casino dies E -5t/8 
Ks) = st gq gg dondei =1 + 4e (3) 


Zs) 


Figura 17-23 


As correntes 1,(s) e Is) podem, agora, ser determinadas pela regra da 
divisão. Da Fig. 17-24, temos: 


7 40 5 > _ po0,625t 
Tile) = He) (a + 17055) RS Cp Rae 
1/0,2s ER 1 ; — 1 0625 
IAEE Ls) E + T R Sa S 


409 


Figura 17-24 


17.19 O interruptor da Fig. 17-25 é fechado quando t = 0 e não existe carga inicial nos 
capacitores. Determinar a corrente resultante, i, mostrada no diagrama. 


A estrut 
Z(s) = 1 
e a corre 
V 
Is) = 7 
Exprimi 


I(s) Se a 


17.20 Aplicar t 
domínio : 


Como K 
(0) = lir 
s> 

e a corri 
(os) = 1 
s 


Um exa 
total do 
4 A. En 
gados a 


(2) 


(3) 


ela regra da 


-0,625% 


rga inicial nos 
rama. 
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Figura 17-25 
A estrutura tem para impedância equivalente no domínio s: 


x (5 + 1/sX5 + 1/0,5s) 12582 + 45s + 2 
POC amas OLA SECO) a) 


e a corrente 


Vs) _ 50 s(10s + 3) 4(s + 0,8) 
Zs) s (12582 + 45s + 2) (s + 0,308)(s + 0,052) 


Ks) = (2) 


Exprimindo a corrente do domínio s em frações parciais, 


__ 1⁄8 31/8 . _ l 0808, 3L 005% 
a e O CB Pige 


Aplicar teoremas do valor inicial e do valor final à corrente do Probl. 17.19, no 
domínio s. 


178 E 31/8 
s + 0,308 s + 0,052 


Como I(s) = , a corrente inicial é: 


A 3 e 1 s 81 s X 
a ed i + ame) 8 É 7 com) Sampere 


e a corrente final é 


; ; . 1 s 31 s 
EE EEDE É k É EJ wa k F aaz] E 


Um exame do circuito da Fig. 17-25 mostra que, inicialmente, a resistência 
total do circuito é R = 10 + 5(5V10 = 12,5 ohms; portanto, i(0) = 50/12,5 = 
4 A. Então, em regime estacionário, ambos os capacitores estão carre- 
gados a uma tensão equivalente de 50 volts e a corrente é nula. 
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Problemas Propostos 


17.21 Determinar a transformada de Laplace de cada uma das funções: 
Resp.: (a)-(e) Ver tabela 17-1 no final do capítulo. 


(a) fH =At (c) f€) =e senot (e) f) = cos h œt 
(b) f@)=te™ (d) fE) = sen h œt A) ft) =e sen h at 


17.22 Determinar a transformada inversa de Laplace de cada uma das funções: 


s s+5 
(a) F(s) = E + DE 4 D (e) F(s) = DE og E 
1 2 2s + 4 
O REE ago VEGS aa 
5s 2s 
R a ag Ve F E 
e s? + 3s +2 CIE) (s2 + 4Xs + 5) 
3 
(EES s(s? + 6s + 9) 
-2t _ p~ 1 1g -3t 
Resp.: (a) 2e“ -—e (d) a ge te 
(b) e% — et (e) e™ (cos 2t + 2 sen 2t) 
(c) 100%! — 5et H 2e% cos 3t 


10 4 i 10 & 
(g) 39 cos 2t + z5 sen 2t — 99º 


17.23 Quando t = 0, aplica-se uma tensão constante V = 50 volts em um circuito série 
RL onde R = 10 ohms e L = 0,2 H. Determinar a corrente resultante empregando 


o método da transformada de Laplace. 
Resp.: i = 5 - 56%, 


17.24 O interruptor do circuito série RL da Fig. 17-26 é mantido na posição 1 durante 
tempo suficiente para que se estabeleça o regime estacionário; em seguida, é 


desiocado para a posição 2, quando t = 0. Determinar a corrente. 
Resp.: i= 5 e™, 


17.25 No circui 
4 milisse 
intervalo: 
Resp.: i: 


17.26 No circu 
quando 
Determir 
Resp.: i 


funções: 


sen 2t) 


n circuito série 
te empregando 


ição 1 durante 
em seguida, é 
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Figura 17-26 


17.25 No circuito da Fig. 17-27, o interruptor 1 é fechado quando t = 0. Quando t = f = 
4 milissegundos, abre-se o interruptor 2. Determinar a corrente transitória nos 
intervalos 0 <t<fetf<t. 

Resp.:i=2 (1 — e50}; i= 1,06 a10- 4 0,667. 


Figura 17-27 


17.26 No circuito em série RL da Fig. 17-28, o interruptor é fechado na posição 1 
quando t= 0 e quando t = f = 50 microssegundos é deslocado para a posição 2. 
Determinar a corrente transitória nos intervalos O< t< fe t> f. 

Resp.: i=0,1(-6 20003: i= 0,06 e 20H! -?) 0,05. 


0,5 H 


Figura 17-28 
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17.27 


17.28 


17.29 


Aplica-se uma tensão constante V = 100 volts a um circuito em série RC, 
com R = 10 ohms e C = 4 pF, existindo no capacitor uma carga q, = 800 x 107º 
coulombs, no instante em que se fecha o interruptor. Determinar a corrente 
transitória resultante, supondo que a carga é (a) da mesma polaridade daquela 
que é depositada pela fonte; (b) de polaridade oposta. 

Resp.: (a) i= 100 XI A; (b) i= 306025 x 103tA, 


O capacitor de um circuito em série RC com R = 1000 ohms e C= 20 HF tem uma 
carga inicial q}, ao fechar-se o interruptor para aplicar uma tensão constante 
V = 50 volts. Supondo que a corrente resultante é | = 0,075 €*!, determinar a 
carga q e a sua polaridade. 

Resp.: 500 x 10º coulombs, oposta à da carga depositada pela fonte. 


O interruptor do circuito RC mostrado na Fig. 17-29 é fechado na posição 1, 
quando t = 0, e, em seguida, quando t = ť = 1CT, é deslocado para a posição 2. 
Determinar a corrente transitória nos intervalos O < t< f e t< f. 

Resp.: i=0,56 00, ; 0,5166200 — t), 


Figura 17-29 


17.30 Ao fechar-se o interruptor do circuito da Fig. 17-30, 0 capacitor C, tem uma carga 


inicial q = 300 x 10º coulombs. Determinar a corrente transitória resultante. 
Resp.: i = 2,525 x 10t, 


Figura 17-30 


17.31 No circu 
x 108 
Determ 
quando 
Resp.:i 


17.32 Quando 
onde R 
Resp.: i 


17.33 O capa 
10% coi 
para qu 
que occ 
Resp.: ı 


17.34 Quandc 
R=50l 
Resp.: ı 


em série RC, 
o = 800 x 10 
ar a corrente 
idade daquela 


'0 uF tem uma 
;ão constante 
, determinar a 


onte. 


na posição 1, 
aa posição 2. 


əm uma carga 
ultante. 
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17.31 No circuito em série RC da Fig. 17-31, o capacitor tem uma carga inicial q, = 25 
x 10º coulombs e a fonte de tensão senoidal é v = 100 sen (1000t + 4). 
Determinar a corrente resultante, supondo que o interruptor é fechado 
quando 4 = 30º. 

Resp.: i = 0,1535699! + 0,0484 sen (1000t + 106°). 


Oo 
TN 
l 5000 
v 
% 0,5 uF 
Figura 17-31 


17.32 Quando t= 0, aplica-se uma tensão constante V = 10 volts em um circuito ALC, 
onde R = 5 ohms, L=01 He C = 500 uF. Determinar a corrente resultante. 
Resp.: i = 0,726! sen 139t 


17.33 O capacitor do circuito em série RLC da Fig. 17-32 tem uma carga inicial q = 
10% coulombs e o interruptor é mantido na posição 1 durante tempo suficiente 
para que se estabeleça o regime estacionário. Determinar a corrente transitória 
que ocorre quando, em t= 0, o interruptor é levado de 1 para 2. 

Resp.: i = e 2 cos 2221 — 0,45 sen 2221. 


Figura 17-32 


17.34 Quando t= 0, aplica-se uma tensão v = 10619! em um circuito série RLC com 
R=5ohms, L=0,2He C = 1 uF. Determinar a corrente resultante. 
Resp.: i = — 0,66661% + 0,6706*8! — 0,004 09?! 
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17.35 Um circuito em série RLC, com R = 200 ohms, L=0,5He C = 100 pF, tem uma 
fonte de tensão senoidal v = 300 sen (500t+ q). Determinar a corrente transitória 
resultante, supondo que o interruptor é fechado quando 4 = 30". 

Resp.: i = 0,5176114 - 0,1976988 + 0,983 sen (500t-— 19°). 


17.36 Um circuito em série RLC com R =5 ohms, L = 0,1 He C=500 uF tem uma fonte 
de tensão senoidal v = 100 sen (2501. Determinar a corrente resultante, supon- 
do que o interruptor é fechado quando t = 0. 
Resp.: i = e (5,42 cos 139t + 1,89 sen 1398 + 5,65 sen (250t— 73,6") (A) 


17.37 Na estrutura de duas malhas da Fig. 17-33, as correntes foram escolhidas 


conforme mostra o diagrama. Escrever as equações do domínio do tempo, 17.40 A estrutu 

transformá-las nas equações correspondentes do domínio s e obter as correntes v= 100: 

transitórias /, e Í. Colocand 

Resp.: i = 2,5 (1 + e”) e  =50 10, minar as 
ma. 

Resp.: i 

(200t- 6 

Figura 17-33 k 


17.38 Determinar as correntes j, e i que aparecem na estrutura de duas malhas da 
Fig. 17-34, quando se fecha o interruptor em t= 0. 
Resp.: à, = 0,1010610 + 9,8990980 j, = — 5,0560% + 5 + 0,0568501 


Figura 17-34 


17.39 Na estrutura da Fig. 17-35, a fonte de 100 volts acarreta uma corrente contínua 
na primeira malha e o interruptor é fechado em t = 0, colocando o resistor de 10 
ohms em paralelo com o ramo indutivo. Determinar as correntes resultantes. 
Resp.: i = 1,6070881 + 5; i = — 0,5550284 5. 


O uF, tem uma 
ante transitória 


tem uma fonte 
Jltante, supon- 


73,6) (A) 


im escolhidas 
tio do tempo, 
3r as correntes 


F 


as malhas da 


9950t 


ente contínua 
resistor de 10 
sultantes. 
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Figura 17-35 


17.40 A estrutura de duas malhas da Fig. 17-36 contém uma fonte de tensão senoidal 
v = 100 sen (200t + 4). Quando t= 0, o ângulo q = O e o interruptor é fechado, 
colocando o segundo resistor de 10 ohms em paralelo com o primeiro. Deter- 
minar as correntes de malha resultantes, com os sentidos indicados no diagra- 
ma. 

Resp.: i = 3,016! + 8,96 sen (200t — 63,4") (A), i = 1,5056190! + 4,48 sen 
(200t— 63,4”) (A). 


109) 


Figura 17-36 
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Tabela 17-1 Ce 


TRANSFORMADAS DE LAPLACE 


f® F(s) 
A 
1. > A 
A t>0 E MAKRON 
ooks 
2. At t=0 2 
s 
3. et 1 
s+a 
4. te 1 
(s + o? 
5. FRED e 
Rg 2 + q? Acoplados, circ 
6. Ra E s : fluxo de per: 
S + 0 fluxo mútuo 
7. sen (wt 6) S ASen : + 2 cos 6 Acoplamento, « 
pena Admitância, 11 
8. cos (œt 6) Begos E — — ss e O circuito para 
sf +w 
; E circuito séri 
9. e sen qt a ae a ; 
(s + o + q? diagrama, 1 
entrada de, 
10. e cos œt (s a a) z , i 
(s+aP+ao matriz de, 2 
11. senh ot 55 transferênci 
E fas Alternada, tra: 
12. cosh œt 9 Alternador, 37. 
À - q 
i t 
13. ; df/dt l s F(s) - f(04) Amortecimenti 
F(s) a (04) Ampère, 3, 5, 1 
s 
14. Í Ft) dt ATS Angular, veloci 
15. ft — ti) | e™ S F(s) ao Sé fase 
16. fito) + fat) E Fi(s) + Fo(s) i 


MAKRON ÍNDICE ANALÍTICO 


Books 


Acoplados, circuitos, 362-368 
fluxo de perdas, 363 
fluxo mútuo, 363 
Acoplamento, coeficiente, 364 
Admitância, 119 
O circuito paralelo, 118 
circuito série, 121 
diagrama, 177-178 
entrada de, 261 
matriz de, 258 
transferência, 262 
Alternada, transitória, 479 
Alternador, 373 
Amortecimento, 478 
Ampère, 3, 5, 7 
Angular, velocidade, 96 


Angulo de fase em avanço ou atraso, 


56, 97 


Árvore da estrutura, 216 
Ativa, potência, 433 
Ativo, circuito, 291 
Auto-indutância, 6, 362 


B (como símbolo de susceptância), 119 

Bifásico, 396 

Bobina, fator de qualidade Q, 182 
fluxo de perdas, 363 


Campo, elétrico, 5, 498 
magnético, 5, 494 
Capacitância, 7 
combinação em paralelo, 22, 23 
combinação em série, 23 
relação carga-corrente, 7, 500 
Capacitiva, reatância, 65, 95 
Carga, 2,7 
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transitória, 475-476 
Circuito, acoplado, 362 

árvore de, 216 

ativo, 291 

bifásico, 396 


de corrente contínua, 297 


elementos de, 6, 7 


Lei de Kirchhoff, 7, 213 


malha, 214 


matriz de impedância em, 226 
método das correntes de malha, 212 


método das tensões dos nós, 28 


nós, 216, 255-256 
paralelo, 116-118 
passivo, 148, 216 
R, 57, 121 

R eC, 58, 121 

R e L, 57, 121 
ramos de, 216 
ressonância, 178 
série, 114 
teoremas, 321 


trifásico, 397 


Coeficiente de acoplamento, 364 


Condensador, 


energia armazenada, 21, 497 


Condutância, 


Conversão Y — A, 324-325 


Corrente, 


circuito em paralelo, 116, 118 


circuito em série, 58, 114 
divisão, 117, 118 
domínio, 541 
fasor, 96, 97 
intensidade, 3 
lugar geométrico, 187 
sentido da, 3 
transitórios, 491 
Corrente contínua, 10, 11 
circuito RC, 496 
circuito RL, 491 
circuito RLC, 501 
transitórios, 491 
Co-senos, valor eficaz, 38 
Coulomb, 2, 8 
Cramer, regra de, 225 


Dente de serra, Fourier, 446 
onda, 41, 42 
valor eficaz, 41 
valor médio, 41 
Desenvolvimento, métodos de, 544 
Heaviside, 547 
Desequilibrada, carga trifásica, 


ligada em estrela com quatro 
condutores, 407 


ligada em estrela com três condutores 
408 


, 


ligada em triângulo, 408 


Deslocamento do neutro, método de, 410 


Determinante, 
Dielétrica, con: 
Dirichlet, cond 
Domínio, freqü 
e variável, 5 
do tempo, 9 


fregiiência, ! 


Eficaz, função : 
valor, 37 
Fourier, 456 

Elétron, 3, 4 

Elementos con 

Energia, 3, 184 

Entrada, de ad 

Equação, carac 
diferencial, 
homogênea, 

Equilibrada, 
carga em est 
carga em tri. 
método dos c 
potência, 41: 
sistema trifá 

Equivalente, 
admitância, 
circuito, 118. 
impedância, 

Específica, cap: 

Espectro de lin] 


14 


46 


; de, 544 


ísica, 
uatro 


ês condutores, 


3 
iétodo de, 410 
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Determinante, 223 
Dielétrica, constante, 2 
Dirichlet, condições de, 444 
Domínio, fregiiência complexa, 538 
e variável, 538, 551 
do tempo, 98 


fregiência, 98 


Eficaz, função senoidal, 38 
valor, 37 
Fourier, 456 
Elétron, 3, 4 
Elementos concentrados, 5 
Energia, 3, 184 
Entrada, de admitância, 261 
Equação, característica, 501 
diferencial, 491 
homogênea, 497 
Equilibrada, 
carga em estrela, 408 
carga em triângulo, 405 
método dos dois wattímetros, 415 
potência, 413 
sistema trifásico, 400 
Equivalente, 
admitância, 119 
circuito, 118, 120-121, 372 
impedância, 115 
Específica, capacidade indutiva, 3 
Espectro de linha, 453-454 


Estacionário, estado, 490 
Estrela, 
ligação de alternador em, 398 
ligação de cargas, 401-403 


Estrela-Triângulo, transformação, 
324-325 


Estrutura, 
árvore de, 216 
bilateral, 326-327 


equivalência de estrela ou triângulo, 
321 


gráfico de, 216 

linear, 292 

passiva, 147, 216 

ramos de, 216 
Euler, fórmula de, 77, 92, 97 
Exponencial, forma, 77 


séries de Fourier, 447 


Faixa B, largura, 183 
Farad, 7,9 


© Faraday, lei de, 363 


Fase, ângulo de, 56, 97-98, 503 
diferença, 98, 99, 119-120 

Fasor, 96, 98 

Fator de forma, 38 

Fator de potência, 147, 148-150 
ângulo de, 150 
aumento de, 156 


correção do, 155 
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Final, valor do, 549 
Fluxo, 363 
Forma de onda, 
análise de Fourier, 443 
periódica, valor médio, 37 
simétrica, 39, 450 
síntese, 455 
soma, 450 
valor eficaz, 37-38 
Fonte de tensão constante, 12 
Fourier, séries 
forma exponencial, 447 
forma trigonométrica, 444 
Frequência, 9 
alta meia-potência, 182 
baixa meia-potência, 182 
domínio da, 98 
em série, 177 
espectro de linha, 453 
largura da faixa, 183 
ressonância em paralelo, 178 
Função(ões) 
complementar, 490 
degrau, 538 
ímpar, 450 
par, 450 
periódicas, 36, 443 


G (como símbolo de condutância), 119 


Giratório, vetor, 96 


Gráfico, estrutura, 216 
Harmônicos, 47, 447, 453 
Heaviside, métodos de, 544, 547 
Henry, 7,9 


Imaginário, número, 76 
Impedância, 56 
circuito em paralelo, 116 
circuito em série, 114 
complexa, 92 
diagrama da, 95 
de entrada, 228 
equivalente, 115 
equivalente de Thevenin, 290 
lugar geométrico, 184 
matriz, 227-228 
no ponto de excitação, 227 
transferência, 228 
Indutância, 6 
coeficiente de auto-indutância, 7 
coeficiente de indutância mútua, 364 
em série de bobinas, 18 
mútua, 363 
Indutiva 
reatância, 65, 95 
susceptância, 119 
Induzida, 
corrente, 366 
tensão, 362 


Inicial, teorema do valor, 548 


Iniciais, condiçi 
490-491 


Instantâneo, 
potência, 4 
valor da corr 


Inversa, matriz 


Joules, 1, 9 


Kirchhoff, 7, 59 


L (como símbok 
auto-indutân 


Largura de faix 
Laplace, transf 
Lenz, lei de, 36 


M (como símbol 
indutância n 
Maclaurin, séri 
Magnético, acoj 
Matrizes, 218 
Máxima, impec 
potência trai 
Média, potênci: 
Médio, valor, 3' 
Meia-onda, sim 
Menor, 222 
Módulo, númer 


Monofásico, cir 


544, 547 


116 


nin, 290 


, 227 


lutância, 7 
cia mútua, 364 
8 


. 548 
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Iniciais, condições no transitório, 
490-491 


Instantâneo, 
potência, 4 
valor da corrente, 3 


Inversa, matriz, 221 


Joules, 1,9 


Kirchhoff, 7, 59, 114, 116 


L (como símbolo de coeficiente de 
auto-indutância), 6 


Largura de faixa, 183 
Laplace, transformada de, 538-540 
Lenz, lei de, 367 


M (como símbolo do coeficiente de 
indutância mútua), 364 


Maclaurin, série de, 84 

Magnético, acoplamento, 362 

Matrizes, 218 

Máxima, impedância, 179, 230 
potência transmitida, 330 

Média, potência, 457 

Médio, valor, 37 

Meia-onda, simetria de, 38-39 

Menor, 222 

Módulo, número complexo, 77 


Monofásico, circuito equivalente, 403 


N (como símbolo de potência aparente), 
151 


Neutra, corrente (polifásica), 403 
Norton, teorema de, 289 
Notação, de subíndice duplo, 125-126 
Nós, 216, 255, 256 
Números complexos, 76 

argumento, 77 

conjugado, 78 

diferença, 79 

divisão, 80 

forma de Steinmetz, 78 

imaginários, 76 

logaritmo, 82 

módulo, 77 

multiplicação, 80 

raízes, 81, 502 


soma, 79 


Ohm, lei de, 98 
Ohm, 5, 9 
Onda quadrada, 18, 44, 461, 471 


Oscilação do transitório, 502 


Particular, solução, 490 
Passivo, circuito, 147 
Perdas, fluxo de, 363 
Período, 36, 444 
Permeabilidade, 7 


Permitividade (Permissividade), 2 
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Polifásico, sistema de tensões, 397 
bifásico, 396 
corrente de linha, 453-454 
de quatro condutores, 407 
de três condutores, 408 
hexafásico, 53 
ligação em triângulo, 409 
Ponte, circuito em, 138 
Ponto, regra do, 368 
Próton, 2 


Q (como símbolo de fator de qualidade), 
182 


circuito RC, 182 
circuito RL, 182 
circuito RLC, 183 
definição, 182 


Quatro condutores, sistema trifásico, 
399, 401, 403 


Ramos, de ligação, 216 


Raízes, complexas conjugadas, 81, 502, 
545 


de número complexo, 81 
distintas, 502, 544 
iguais, 502 
múltiplas, 502, 545 
reais, 502, 544 
Raiz média quadrática, 37-38 
Reatância, capacitiva, 95 


indutiva, 95 


Resistência, 5, 9, 95 

Ressonância, circuito paralelo, 178 
circuito em série, 176 

s, domínio de, 538, 550 

Seno, representação fasorial, 96 

Sentido, do enrolamento, 366 

Segiiência, sistema polifásico, 397 


Simples, desenvolvimento em frações, 
544 


Steinmetz, forma de um número 
complexo, 78 


Substituição, teorema de, 325, 458 
Superposição, teorema de, 325, 458 
Susceptância, 119 


Tempo, constante de, 492, 497 
Tensão, 4 

quedas de, 8-9, 115-116 

subida de, 115-116 
Teorema, 

da compensação, 327 


da máxima transferência de potência 
330 
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da reciprocidade, 326 
da superposição, 325 
de Norton, 292 

de Thevenin, 290 

do valor final, 549 

do valor inicial, 548 


Transferência, 
273 


de impedânc 
Transformada ı 
Transitório, 
circuito RC, 
circuito RL, 
circuito REC 
corrente alte 
corrente con 
método de L 
Triângulo-estre 
Trifásico, 397 
Trigonométrics 
forma de um 


séries de Fo 


alelo, 178 


cial, 96 
366 
sico, 397 


> em frações, 
iúmero 


325, 458 
» 325, 458 


, 497 


ia de potência, 
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Transferência, função de tensão, 236, 
273 


de impedância, 228 
Transformada de Laplace, 538-549 
Transitório, 

circuito RC, 496 

circuito RL, 491 

circuito RLC, 501 

corrente alternada, 495-496 

corrente contínua, 491 

método de Laplace, 538 
Triângulo-estrela, conversão, 324 
Trifásico, 397 
Trigonométrica, 

forma de um número complexo, 76-77 


séries de Fourier, 444 


Valor eficaz, 

definição, 36-37 

séries de Fourier, 456-457 
Velocidade angular constante, 96 
Vetores, 96-98 
Volt, 9 


Y (como símbolo de admitância), 119 
Y —A, conversão, 324 
Y, plano, 186 


Wattímetro, método dos dois, 415 
Z (como símbolo de impedância), 95 


Z, plano, 186 


ZY, conversão, 121 
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